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SISTEME DE UNITĂŢI. 
SISTEMUL INTERNATIONAL DE UNITĂȚI 


În studiul fenomenelor sau obiectelor din natură omul măsoară diferite 
mărimi fizice care caracterizează fenomenele sau obiectele respective. 

Fizicianul englez William Thomson (lordul Kelvin) a spus că: „atunci 
cînd putem măsura mărimea despre care vorbim şi o putem exprima prin- 
tun număr, atunci noi ştim ceva despre еа; dar cînd nu o putem exprima 
printr-un număr, cunoașterea noastră este slabă si nesatisfăcătoare... “. 

Prin anam. in general, înțelegem atribuirea de numere, potrivit 
unor reguli stabilite, pentru obiectele şi fenomenele studiate. Desigur, în 
atribuirea unui număr pentru o mărime fizică oarecare, un rol deosebit îl 
are calitatea procedeelor de măsurare. De asemenea, vom vedea că aceleiași 
marimi fizice i se pot atribui mai multe numere în funcție de unitățile de mă- 
sură in care se exprimă numerele respective. 

Stiinta care se ocupă de unitățile de măsură pentru mărimile fizice 
de sistemele de unități de măsură, de mijloacele si procedeele de măsurare 
precum şi de totalitatea normelor privind folosirea măsurărilor, a ini jloacăliăe 
şi metodelor de măsurare în toate domeniile, este o ramură a fizicii — metro- 
logia. Cuvîntul metrologie derivă de la cuvintele grecești metron — măsurare 
şi logos — vorbire şi înseamnă deci știința măsurărilor. 

ү Este clar cà progresul in stiintá si tehnicá nu poate fi conceput fárá má- 
surări si, respectiv, fără mijloace de măsurare şi unităţi de măsură. Nu întîm- 
plător D. I. Mendeleev arată că „știința începe atunci cînd încep măsurările“ 
iar Max Planck, unul dintre creatorii mecanicii cuantice, reluînd o idee a lui 
Galileo Galilei, îi îndemna pe fizicieni să măsoare tot ce nu este încă măsurabil. 
Бешееолагва tehnicilor de másurare a permis mšsurarea multor márimi 
fizice SUM nu cu multe zeci de ani în urmă se considerau nemăsurabile. S-a 
ашшы să se măsoare o serie de mărimi ce caracterizează structura atomului 
și a nucleului și chiar a particulelor elementare. 


илт 


Dezvoltarea rapidš a stiintei si tehnicii si de asemenea lărgirea colaborării 
economice si ştiinţifice între diferite ţări impun realizarea unor norme unice 
atît pentru modalităţile de măsurare a mărimilor fizice, cît şi pentru sistemul 
de unităţi în care se exprimă mărimile fizice respective. 

În acest sens, pe plan mondial, au existat preocupări constante încă din 
anul 1793, cînd în Franţa a fost creat sistemul de unităţi de măsură denumit 
Sistemul metric, care avea la bază unităţile fundamentale : metrul — unitate 
de măsură a lungimii — si kilogramul — unitate de măsură a masei —. În anul 
1875 а fost semnată la Paris, de către reprezentanţii а 17 ţări, Convenţia 
Metrului— prin care sistemul metric а devenit sistem de unităţi cu aplicabilitate 
în toate ţările semnatare. Totodată, s-a fondat un Birou Internaţional de 
Măsuri şi Greutáti (BIPM) — laborator permanent de cercetări în domeniul 
metrologiei, cu sediul la Sëvres, în apropiere de Paris — a cărui activitate 
este îndrumată de Comitetul International de Măsuri si Greutăţi (CIPM). 
Întreaga activitate în acest domeniu este coordonată de Conferinţa Generală 
de Măsuri si Greutáti (CGPM), constituită din reprezentanţii tuturor țărilor 
care au aderat la Convenţia Metrului. Tara noastră este membră a Convenţiei 
Metrului din anul 1883. Activitatea laborioasă desfășurată atit în cadrul 
forurilor internaţionale cît si în cadrul laboratoarelor de metrologie din diíe- 
rite ţări a condus la elaborarea unui sistem practic de unităţi de măsură 
susceptibil de a îi aplicat în toate țările. Noul sistem de unități stabilit la 
cea de a 10-a Conferintá Generală de Măsuri și Greutáti din anul 1954 a fost 
denumit la cea de-a 11-а Conferinţă Generală de Măsuri si Greutáti, care 
a avut loc in anul 1960, Sistemul international de unităţi, notat prescurtat 51. 

Sistemul international de unităţi este un sistem practic, coerent, simplu 
si rational, structurat. astfel încît prezintă aplicabilitate in toate domeniile 
ştiinţei şi tehnicii. Avantajele noului sistem de unităţi de măsură se reflectă 
şi în faptul că Sistemul internaţional de unităţi se aplică în peste 120 de ţări. 

Тага noastră a adoptat Sistemul international de unităţi (SI) între 
primele ţări din lume, prin hotărîrea Consiliului de Miniştri nr. 550 din 81 
august 1961, începînd de la acea dată. Conform acestei hotáriri, Sistemul 
internaţional de unităţi este singurul sistem de unităţi legal și obligatoriu în 
tara noastră. i 


1.1. MĂRIMI FIZICE. UNITĂȚI DE MĂSURĂ 


În general, prin mărime fizică înţelegem o proprietate caracteristică, 


măsurabilă, a unui obiect sau a unui sistem fizic oarecare. Este important 
să subliniem că o caracteristică esenţială a mărimilor fizice este aceea că 
sînt măsurabile, adică se pot exprima cantitativ în urma efectuării unei ope- 
ratii de măsurare. 

Orice mărime fizică prezintă atit o latură cantitativă cît şi o latură ca- 


litativă. Latura calitativă a unei mărimi fizice se determină prin proprie- 


tatea obiectului material sau particularitatea sistemului, redate de mărimea 
respectivă. De exemplu, masa unui corp caracterizează inertia corpului, acce- 
leratia redă modul de variaţie a vitezei unui corp iar forta este o mărime fizică 
ce caracterizează interacţiunea dintre corpuri. Aceste trei mărimi fizice, 
masa, acceleralia si forţa, reflectă laturi calitativ diferite ale corpurilor sau 
fenomenelor din natură. 

Mărimile fizice definite, din punct de vedere calitativ, pot fi însă mai 
intense sau mai puţin intense, mai mari sau mai mici. Această proprietate 
reflectă latura cantitativă a mărimilor respective. Nu putem caracteriza o 
mărime fizică nici numai prin latura sa calitativă și nici numai prin latura 
cantitativă a acesteia. Proprietatea calitativă a unei mărimi fizice ar fi fárá 
sens dacă nu am dispune de informaţii privind si natura cantitativă si invers. 
De exemplu, afirmaţia că, sub acțiunea unei forţe exterioare, un corp isi 
schimbă starea de mişcare, exprimă numai latura calitativă a acestui fenomen. 
Pentru a putea calcula acceleraţia corpului trebuie să cunoaștem mărimea și 
direcţia forței, masa corpului etc., adică să indicăm cantitativ mărimile fizice 
corespunzătoare. 

Mărimile fizice care exprimă aceeaşi proprietate calitativă a corpurilor 
sau a sistemelor fizice, deosebindu-se între ele numai prin latura cantita- 
tivă, se numesc mărimi de aceeași natură. 

Prin operaţia de măsurare a unei mărimi fizice se stabileşte de cîte ori 
se cuprinde în mărimea respectivă o altă mărime de aceeaşi natură. Mărimea 
din urmă reprezintă unitatea mărimii măsurate. Desigur că alegerea unităţii 
de măsură pentru o mărime fizică oarecare nu este impusă de nici o lege a 
fizicii. Compararea însă a două mărimi fizice de aceeaşi natură se poate face 
numai dacă valoarea acestor mărimi, adică numerele ce li se asociază, exprimă 
de cîte ori se cuprinde în mărimile respective aceeaşi mărime considerată 
ca unitate. Dacă, de exemplu, se scrie că valoarea pentru masa corpului 1 este 
m, = 1000, iar pentru masa corpului 2 este ms = 1, nu putem răspunde 
la întrebarea care dintre aceste două mase este mai mare. În ipoteza că ambele 
mase se exprimă în aceleaşi unități, de exemplu in kilograme, atunci masa т, 
este mult mai mare decît masa т», iar dacă pentru masa m; numărul 1 000 
înseamnă grame, iar pentru masa т» numărul 1 înseamnă kilograme, atunci 
cele două corpuri au mase egale. Chiar și din acest exemplu rezultă cît de 


importantă este ajungerea la un consens privind adaptarea unei aceleiași 
unităţi de măsură, cu multiplii şi submultiplii acesteia, pentru mărimile fizice 
de aceeaşi natură. 

Posibilitatea alegerii arbitrare a unităţilor de măsură pentru unele mărimi 
fizice nu înseamnă că nu există reguli riguroase care dictează această alegere. 
Unităţile de măsură alese trebuie în primul rînd să corespundă cerinţelor 
impuse de practică si să poată fi utilizate în toate ţările. De asemenea, ale- 


gerea unităţilor de măsură pentru unele mărimi fizice conduce la stabilirea 
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unităţilor pentru alte mărimi fizice. Astfel, de exemplu, viteza medie a unui 
corp este raportul dintre spaţiul As parcurs în intervalul de timp Aft. Dacă 
stabilim unitățile de măsură pentru lungimea As si pentru intervalul de timp 
At, rezultă unitatea de măsură pentru viteză. 

Rezultă deci că în procesul de măsurare este necesară rezervarea unui 
set de mărimi fizice numite fundamentale, astfel încît să ne putem folosi 
de ele, si numai de ele, pentru stabilirea unităților de măsură pentru mărimile 
determinate pe cale experimentală. Setul mărimilor fundamentale reprezintă 
mărimi necesare si suficiente din unitățile de măsură cărora le rezultă unități 
univoc determinate pentru toate mărimile fizice. Unităţile de măsură adop- 
tate pentru mărimile fizice fundamentale se numesc unități fundamentale. 

Mărimile fizice pentru care unitățile de măsură se exprimă printr-o com- 
binatie a unităților fundamentale se numesc mărimi derivate, iar unităţile 
lor de măsură se numesc unități derivate. De exemplu, forța se măsoară în 
newton (N), dar stim că 1 N = 1 kg-m/s*. Deci unitatea derivată N se exprimă 
prin unităţi fundamentale pentru masă, lungime si timp. 

Împărţirea mărimilor fizice, în mărimi fundamentale si mărimi derivate, 
este de o deosebită importanţă practică, deoarece aceasta reduce considerabil 
numărul unităţilor pentru care trebuie să avem mijloace standardizate care 
reprezintă o unitate de mărime si care se numesc etaloanele mărimii fizice 
respective. š 

Pentru unitátile fundamentale se construiesc etaloane care trebuie păs- 
trate in conditii cu totul speciale. 

Etaloanele trebuie să satisfacă o serie de condiţii printre care amintim 
urmátoarele : 

— să poată fi reconstituite ; 

— sà prezinte o variatie minimá fatá de influenta factorilor externi, ca 
temperaturá, presiune, umiditate etc. ; 

— să poată fi folosite in mod simplu în tehnica măsurării ; 

— să fie construite din materiale care nu suferă modificări de structură 
fizico-chimice în timp. 

Există etaloane de mai multe ordine : 

— etaloane prototip — care sint depozitate in camere speciale ale pavi- 
lionului Breteuil de la Sévres din apropierea Parisului şi cu care se lucrează 
extrem de rar; 

— etaloane de prim ordin — depozitate impreuná cu etaloanele prototip 
si din timp in timp comparate cu acestea ; 

— etaloane de-al doilea ordin constituie copii dupá etaloanele de primul 
ordin, fiind distribuite în diferite {агі unde sînt păstrate în condiţii speciale. 
Deci pentru fiecare ţară etalonul de-al doilea ordin are semnificaţia etalonului 


prototip pe plan mondial ; 
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__ etaloanele de-al treilea ordin sint copii construite în fiecare {ага după 
etalonul de la al doilea ordin, fiind folosite în procesul de măsurare de către 
institutele metrologice şi institutele de cercetare. 

Pe baza etaloanelor de-al treilea ordin se construiesc „măsurile“ care se 
folosesc în practica zilnică de măsurare. 


1.2. FORMULE FIZICE. COEFICIENTUL PARAZIT 


Din cele relatate în paragraful precedent rezultă că prin operaţia de 
măsurare a unei mărimi fizice X se stabileşte numărul real z care este acel 
unic număr real astfel încît X = 2[X], unde [X] este unitatea de măsură. 
Raportul dintre mărimea de măsurat X şi unitatea de măsură [X] pentru 
mărimea respectivă se numeşte valoarea sau măsura т a mărimii X. 


x 
х = 
[X] 


(1.1) 


Valoarea x fiind raportul a douá márimi fizice de aceeași natură măsurate 
în aceleaşi unităţi, este o mărime adimensională. Din acest motiv trebuie 
întotdeauna scrisă mărimea X ca un produs dintre valoarea z şi unitatea 
de măsură [Х]. 


У.к=ш[Х]. (1.2) 


Dacă nu se indică unitatea de măsură folosită, rezultatul măsurii este lipsit 
de semnificaţie fizică. Este clar că măsurînd mărimea fizică X cu unităţi 
diferite [X;], [X2],... obţinem valori 21, Zx... diferite. Din formulele (1.1) 
şi (1.2) putem serie : 


VU = s „= «3. ls 1.8 
Mw U mg e. 
zm [X], 
E [x Us 


Rezultă deci un fapt fundamental privind unităţile de măsură și anume: 
Raportul valorilor măsurate ale unei mărimi fizice cu două unităţi diferite este 
egal cu raporlul invers ul acestor unități. 

Faptul că mărimile fizice se exprimă ca un produs între valoarea si uni- 
tatea de măsură conduce la o deosebire între formulele fizice si formulele 
matematice. Formulele fizice cuprind mărimi măsurate sau măsurabile pentru 
care trebuie indicate atit valorile cit si unitățile de másurá, iar in formulele 
matematice intră numai mărimile respective. De exemplu, dacă avem un 
pătrat cu latura X % 0, matematic se scrie că aria acestui pătrat este: 


D. = X, (1.5) 
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Folosirea practicá a. acestei formule implicá másurarea màrimilor X si А. 
Fie [A] unitatea de măsură pentru aria A si, înlocuind in formula (1.5), avem 


a[A] = 22[X]°, ; (1.6) 


unde a este valoarea ariei A. Deci: 


а= Ew К 
[4] 


(1.7) 


Rezultă că formula ce reprezintă relaţiile dintre mărimile fizice nu este iden- 
tică cu formula care exprimă relaţiile dintre valorile mărimilor respective. 
Dacă notăm prin: 


в, (1.8) 
[A] 
formula (1.7) capătă forma: 
ака, (1.9) 


Deci formula exprimatá prin valori másurate diferà de formula matematicá 
respectivă printr-un coeficient de proportionalitate cunoscut sub numele de 
coeficient parazit. Valoarea acestui coeficient parazit depinde de unităţile de 
măsură ale mărimilor ce intră în formula matematică respectivă. Astiel 
dacă aria A se măsoară in hectare (10! m?), iar pentru X se alege unitatea 
de măsură [X] ca fiind 1 m, atunci pentru formula (1.7) coeficientul parazit 
k este : 
1 m? 1 m? 


k = — = ——— 0 
1 ha 10* m? 


În acest caz, formula (1.7) trebuie scrisă sub forma : 
a[ha] = 10-42? [m°]. 


Dacă aria A se măsoară în m? atunci 


Prezenţa coeficientului parazit în formulele fizice conduce la complicarea 
structurii acestora, de aceea se recomandă utilizarea unor astfel de unităţi 
de măsură, încît valoarea acestui coeficient să fie k = 1. Dacă unităţile 
de măsură se definesc arbitrar si deci în formulele fizice este prezent соей- 
cientul parazit diferit de unu, avem un sistem incoerent de unităţi, adică 
un ansamblu de unităţi fără nici o legătură între ele. 
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Eliminarea coeficientului parazit conduce la o condiţionare a unităţilor 
de măsură pentru mărimile derivate. Adică pentru aceste mărimi nu putem 
alege unităţi arbitrare, ci numai pe acelea care rezultă din unităţile stabilite 
pentru mărimile fundamentale. De exemplu, din formula (1.7) rezultă că pentru 
К = 1 avem: 

[A] == [х2]. (1.10) 

Aceasta este o relaţie de сопа [іе care arată că, dacă unitatea pentru mărimea X 

este metrul, atunci pentru unitatea de arie nu putem alege orice unitate ci 

numai aria pătratului de latură egală cu unitatea de lungime [X], adică cu 

un metru. Dacă această condiţie este satisfăcută atunci relația (1.7) se serie : 

a = ax, (1.11) 

În acest fel, relaţia dintre valori este identică cu formula care reprezintă 

relaţia dintre mărimile respective, adică formulele fizice si formulele matema- 
tice se exprimă identic. j 

Prin acest procedeu se ajunge însă la faptul că unitatea de măsură pentru 
aria A derivă din unitatea aleasă pentru lungimea X a laturii pătratului, 
În acest sens, unitatea pentru lungimea laturii pătratului este o unitate funda- 
mentală, iar unitatea pentru arie este о unitate derivată. 

Ansamblul unităților de măsură a cáror mărime este determinată de un 
număr restrins de unități fundamentale constituie un sistem coerent de unități. 
Utflizarea unui astfel de sistem conduce la faptul că practic toate formulele 
fizice se scriu asttel încît coeficientul parazit k = 1. 


1.3. SISTEMUL INTERNATIONAL DE UNITĂȚI (51) 


În sistemul international se disting trei clase de unități SI, si anume : 

— unităţi fundamentale ; 

— unități derivate ; 

— unități suplimentare. 

1.3.1. Unități SI fundamentale. Unitățile fundamentale, independente din 
punct de vedere dimensional, sint în număr de şapte (tabelul 1.1). 


Tabelul 1.1 
Unități SI fundamentale 


Mărimea Denumirea Simbolul 

Lungimea L Metru m 

Masă M Kilogram kg 

Timp T Secundă s 
Intensitatea curentului electric Amper A 
Temperatura termodinamică Kelvin K 
Cantitatea de substanţă ` Мо1 mol 
Intensitatea luminoasá Candelă cd 
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Simbolurile unitátilor se scriu cu litere latine, in general mici, totuși, 
dacă simbolurile derivă din nume proprii, atunci se folosesc litere latine majus- 
cule (pentru prima literă). Simbolurile nu sînt urmate de punct. De asemenea» 
simbolurile unităţilor rămîn пеѕеһітраќе la plural. | 


Redăm definițiile unităţilor fundamentale adoptate de a 11-а Conferință Generală de 


Măsuri şi Greutăţi din anul 1960. 


1. Unitatea de lungime (metru). Metrul este lungimea egală cu 1 650 763,73 lungimi 
de undă in vid a radiaţiei care corespunde tranziţiei între nivelele de energie 2р, si 5d, ale 
atomului de Kripton 86. г \ 

2. Unitatea de masă (kilogram). Prototipul internaţicnal al kilogramului rămîne cel 
confirmat de prima Conferinţă generală de măsuri si greutăţi din anul 1889. 

Acest prototip internaţional din platină iridiatá se păstrează la Biroul Internaţional de 
Măsuri si Greutăţi în condițiile stabilite în anul 1889. i 

Avindu-se in vedere că în uzul curent'există- o ambiguitate asupra semnificației terme- 
nului de greutate, folosit cînd in sensul de masă, cînd în sensul de efort mecanic, cea de-a 3-a 
Conferință generală de măsuri si greutăți din anul 1901 slabileşte : 

— Kilogramul este unitatea de masă ; el este egal cu masa prototipului, internațional 
al kilegramului. ' 

-— Termenul de greutate desemnează o mărime de aceeaşi natură cu o forţă: greutatea 
unui corp este produsul dintre masa acelui corp si acceleraţia gravitației ; in particular, greutatea 
normală a unui corp este produsul dintre masa acelui corp si acceleraţia normală a. gravitației. 

— Valoarea adoptată în Serviciul International de Măsuri. si Greutăţi pentru accele- 
ralia normală a gravitației este 980,665 cm/s*, valoare care а si fost ratificată prin unele legi. 

3. Unitatea de timp (secundă). Secunda este durata a 9192631770 perioade ale radia- 
{іеї care corespunde tranziţiei între cele două nivele de energie hipertine ale stării funda men- 
tale a atomului de cesiu 133. 

4. Unitatea de intensitate a curentului electric (amper). Amperul este intensitatea unui 
curent electric constant care, menținut jm două conductoare paralele, reclilinii, cu lungimea 
infinită si cu secţiunea circulară neglijabilă, aşezate în vid la o distanţă de 1 metru unul de 
altul, produce între aceste conductoare o forță egală cu 2.1077 Newlon pe o lungime de 
1 metru. | gu aad 

5. Unitatea de temperatură termodinamică (Kelvin). Kelvinul, unitate de temperatură 
termodinamică, este fracțiunea 1/273,16 din temperatura termodinamică a punctului triplu 
al apei. : 

La cea dea 13-a Conferință Generală de Măsuri si Greutăţi s-a hotărit că unitatea Kelvin 
si simbolul său K se folosesc pentru a exprima un interval sau o diferență de temperatură. 

În afara temperaturii termodinamice (simbol Т) exprimată in Kelvin, se ioloseşte si tem- 
peratura Celsius (simbol 1) definită prin ecuația : 

{== Ж wx das (1.12) 
unde T,— 273,15 K. 

Unitatea „grad Celsius“ este egală си unitatea „Kelvin“. Un interval sau о diferență 
de temperatură Celsius pot fi exprimate atît în grade Celsius cit si in Kelvin. 

6. Unitatea de cantitate de substanță (mol). Această unitate fundamentală a fost adoptată 
la cea de-a 14-a Conferintá Internaţională de Măsuri si Greutáti din anul 1971. Prin rezoluţia 3 
a acestei conferinţe se specifică : сй 

1° Molul este cantitatea de substanță a unui sistem care conţine atitea cantități elemen- 
tare citi atomi există în 0,012 kilograme de carbon 12. Masa de 0,012 kg de carbon 12 contine 
un număr de aLomi egal cu numărul lui Avogadro (N = 6,022-107* mol). 

2° De cite ori se întrebuințează molul, entitățile elementare trebuie specificate, ele pu- 
Ипа fi : atomi, molecule, ioni, alte partieule sau grupuri specilicate de asemenea particule. 
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7. Unitatea de intensilate luminoasă (candelă). Candela este intensitatea luminoasă, in 
direcţia normalei, a unei suprafeţe cu aria de 1/600 000 metri pătraţi a unui corp negru la tem- 
peratura de solidificare a platinei Ja presiunea de 101 325 Newton pe metru pătrat, 

Această definiție a fost adoptată în anul 1967 la cea de-a 13-a Conferință Internaţională 
de Măsuri şi Greutáti. 


Trebuie înţeles faptul că unităţile de măsură pentru mărimile fundamen- 
tale, precum și numărul acestor mărimi nu se consideră ca fiind stabilite 
pentru totdeauna prin definițiile enunțate mai sus. Organizațiile metrologice 
din diferite ţări desfăşoară o laborioasă activitate în direcţia perfecţionării 
etaloanelor pentru unităţile fundamentale în pas cu cerințele dezvoltării 
ştiinţei si tehnicii actuale. Așa, de exemplu, unitatea de cantitate de substanţă 
ca unitate fundamentală a fost adoptată abia în anul 1971 si nu este exclus 
ca dezvoltarea cercetărilor în domenii ca fizica corpului solid, fizica nucleară 
sau fizica particulelor elementare să impună elaborarea și adoptarea altor 
unităţi fundamentale. 

Trebuie, de asemenea, subliniată importanţa practică deosebită a unor 
cercetări în domeniul fizicii atomice care, deocamdată, au fost singurele in 
măsură să furnizeze cele mai precise determinări pentru unităţile de lungime 
si de timp. 

1.3.2. Unităţi SI derivate. Unităţile derivate sint date, de regulă, de 
expresii algebrice, care utilizează simbolurile matematice de înmulţire şi 
împărțire. 

Putem distinge trei grupe de unități SI derivate: 

a) unități SI derivate în funcție de unitățile fundamentale ; 

b) unități SI derivate cu denumiri speciale ; | 

с) unităţi SI derivate care se exprimă folosindu-se denumiri speciale. 

În tabelele 1.2, 1.3 si 1.4 indicăm unele exemple din fiecare grupă de 
unităţi SI derivate, pe care le considerăm ca fiind mai des utilizate. 

Este admisă folosirea anumitor combinaţii sau а anumitor denumiri 
speciale in scopul facilitării diferentierii márimilor care au aceeasi dimensiune. 


Tabelul 1.2 


Exemple de unităţi SY derivate, grupa a ` 


Mărimea А | A Denumirea unităţi in SI, Simbolul 

Arie Melru pătrat m? 
Volum А Metru cub, m? 
Viteză Metru pe secundă m/s 
Acceleralie Metru pe secundá la pátrat m /s? 
Număr de undă Е 1 pe metru m: 
Densitate (masă volumetrică) Kilogram pe metru cub s kg/m? 
Densitate de curent Amper pe metru pătrat DA Jm: 
Tntensitatea cimpului magnetic Amper pe melru A[m 
Concentratia (a cantităţii de substan- | Mol pe metru cub mol /in? 


8) 


IIS BRUT IUDIS ИГЕ ч 
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In acest sens pentru Їгесуеп{й se foloseste mai degrabă unitatea hertz decit 
unitatea secundă la puterea minus unu, iar pentru momentul unei forte uni- 


tatea metru-newton si nu unitatea joule. 
Tabelul 1.3 


Exemple de unităţi SY derivate, grupa b 


Denumirea Expresia în [Expresia in unități 


Mărimea unității în SI Simbol atte unități SI | SI fundamentale 

Frecventá Hertz Hz gm 
Forlá Newton N m-:kg:s ^? 
Presiune Paseal Pa N/m? m-^:kg:s ? 
Energie, lucru mecanic, căldură Joule J N:m m? gs”? 
Putere, flux energetic Wait үү Ј/8 m?:kg:s ? 
Cantitatea de electricitate, sarcină 

electrică А Coulomb C s: A 
Potential electric, tensiune electrică, 

tensiune electromotoare Volt Vv W [A m?:kg:s t- A7! 
Capacitate electrică Farad F GIV m^ kg 'stA* 
Rezistență electrică Ohm VIA m2-kg:s3 A7 
Conduetanţă Siemens s А [У m 2 lg !:s?-A* 
Fluxul inductantei magnetice Weber Wb | V's m?:k:s ?-A^* 
Induclie magnetică 'Tesla xU Wb/n? kg '5 2А. 
Temperaturá Kelvin K 


Tabelul 1.4 


Exemple de unitáti SI derivate, grupa c 


ires zxpresia In unități 
Mărimea КЕКТЕГИ: Simbol СКИ Шы К 
Momentul unei forle Metru-newton N:m m?:kg:s? 
Densitate de Пих termic iluminare 
energetică Watt pe metru 
pătrat W Im: kg:s ? 
Capacitate termică Joule pe Kelvin JIK m?:kg:s ?-K^! 
Capacitate termică masică Joule pe kilogram 
Kelvin J/kg-K Tt ses S i 
Energie masicá Joule pe kilosram | J/kg 23.8772 
Energie volumetrică Joule pe metru 
cub J[m* m^:kg:s? 
Intensitate a cimpului electric Volt pe metru V/m m:kg:s АТ! 
Sarciná electrică volumică Сошоп pe metrul C/m? . wi *-s-À 
Permitivitate Farad pe metru F/m m` -kgm tst A? 
Permeabilitate Henry pe metru H/m m'kg's™? A7? 
Energie molară Joule pe mol Jimol m?:kg:s^? mol! 
Capacitatea termică molară Joule pe mol 
Kelvin J/mol I meg "872 014 


Pentru а uniformiza modalităţile de folosire a unităţilor se fac următoa- 
rele recomandări : 
a) Produsul a două sau mai multe unităţi poate fi notat într-unul din 
modurile următoare : 
Nem: NXm; Ма." 


Se recomandă însă să se serie sub forma N-m singura excepţie fiind Wh. 
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b) Dacă o unitate derivată se formează prin împărţirea unei unități cu 
o altă unitate se poate folosi bara oblică (/), bara orizontală (—) sau scrierea 
sub formă de puteri negative 


m 
m/s ; — sau ms, 
5 
с) Pentru evitarea unor ambiguitáti nu trebuie scrisá niciodată mai mult 
de o bară oblică pe un rind, in afară de cazul cînd se adaugă paranteze. În 
cazuri complicate se foloseşte scrierea de puteri negative sau de paranteze, 
de exemplu : 


m/s? sau ms”? nu m/s/s, 
m-kg/(s?-A) sau m-kg:s-*-A-* nu m-kg/s*/A. 


1.3.3. Unităţi SI suplimentare. În urma clasificării unităţilor de mă- 
sură în unităţi fundamentale si unităţi derivate au rămas două unităţi pur 
geometrice asupra cărora nu s-a decis încă dacă fac parte din unităţile funda- 
mentale sau din unităţile derivate. Aceste mărimi sînt date în tabelul 1.5. 


Tabelul 1.5 


Unităţi SI suplimentare 


Mărimea Denumirea unităţii SI Simbol 
Unghi plan Radian rad 
Unghi solid Steradian sr 


Unitatea SI de unghi plan, radianul şi unitatea SI de unghi solid, ste- 
radianul se definesc conform rezoluţiei celei de a 11-а Conferință Internaţională 
de Măsuri si Greutăţi: 

Radianul este unghiul plan cuprins între două raze care delimitează pe 
circumferința unui cerc un arc de lungime egală cu cea a razei. Unghiul de 
1 radian este egal cu unghiul de (180/z) grade sexagesimale, adică 571745, 

Steradianul este unghiul solid care, avînd virful în centrul unei sfere, 
delimitează pe suprafața acestei sfere o arie egală cu a unui pătrat a cărei 
latură este egală cu raza sferei. 

Dacă din centrul unei sfere de rază r se trasează o suprafaţă conică 
(fig. 1.1), atunci această suprafaţă intersectează o parte din sferă, aria acestei 
părţi AA fiind proporţională cu г? şi cu valoarea unghiului solid т. Unghiul 
solid т se determină ca raportul ariei AA şi pătratul razei sferice r° : 

AA 


= i (1.13) 


Nu este greu de demonstrat că acest raport nu depinde de raza sierei. 


2 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd, 219 17 


Fig. 1.1. 


Unghiul solid total sub care se vede suprafata sfericá din centrul sferei 
este : 


= 47 sr. (1.14) 


АШЫ radianul cît si steradianul sînt unităţi adimensionale. Deocamdată 
nu există aparate de măsură gradate în steradiani, pentru măsurarea directă 
a unghiului solid. Grupa unităţilor SI suplimentare este necesară pentru ех- 
primarea unor unități SI derivate (tabelul 1.6). 


Tabelul 1.6 


Unele unităţi SI derivate exprimate prin unităţile suplimentare 


ОЛИИ BUE Yr ea Pi sir N э: Are e e ищ шл == 


Mărimea Denumirea unităţii Simbol 


Viteză unghiulară Radian pe secundă rad/s 
Aceeleratia unghiulară Radian pe secundă la pătrat rad/s? 
Intensitate energetică Watt pe steradian W /sr 


Luminanjá energetică Watt pe metru pátrat-steradian| W-m”::sr" 


|. „Пагма: или, са puls ыш" MEER UI E 
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1.3.4. Unităţi eare nu fae parte din sistemul international. In aplicarea 
consecventü a sistemului international s-a constatat necesitatea utilizárii 
unor unitàti care nu fac parte din SI, dar care joacá un rol important si sint 
larg răspîndite. Unele dintre aceste unităţi sint indicate in tabelul 1.7. 


Tabelul 1.7 


Unităţi folosite împreună cu unităţile SI 


Denumirea Simbol | Valoarea în SI 
Minul "| min t| 1 min = 60 s 
Oră h eos |1 h = 60 min = 3 600 s 
Zi d 1d = 24 h = 86 400 s 
Grad ° £ = (т/180) rad 
Minut Й jg = (1/60") = (1/10 800) rad 
Secundá d 1" = (1/60) = (1/648 000) rad 
Litru 1 11 =з dm erat 
'Toná L 1t к= 10° kg 


Se recomandă, pentru păstrarea avantajelor coerentei unităţilor SI, 
ca aceste unităţi să fie folosite cit mai rar posibil în combinare cu unitatea SI 
pentru formarea unor unităţi compuse. 

Sint admise si citeva unităţi a căror folosire este utilă în diferite domenii, 
dar valoarea acestora trebuie obținută experimental si deci nu este exact 
cunoscută. Aceste unităţi sint: 

1. Electron-volt (eV). Un electron-volt este energia cinetică cistigatà 
de un electron, care traverseazá o diferentá de potential de 1 volt in vid; 
1 eV = 1,60219:10-32 Ј;, aproximativ. 

2. Unitatea de masă atomică (unificată), simbol (u). Unitatea de masă 
atomică (unificată) este fracțiunea 1/12 din masa unui atom al nuclidului 7C ; 
lu = 1,66057-10-?* kg, aproximativ. 

1.3.5. Multiplii şi submultiplii pentru unităţile SI. La cea de а 11-а 
Conferintá Generalá de Másuri si Greutàti din anul 1960 s-au stabilit denumiri 
şi simboluri pentru prefixe, destinate formării multiplilor și submultiplilor 
ai unităţilor SI. Tabelul prefixelor a fost completat în anul 1964 si respectiv 
1975. 

Denumirile şi simbolurile pentru prefixele adoptate sint cuprinse în ta- 
belul 1.8. 


Tabelul 1.8 


Pretixe SI 
a 
Factorul | А Ë Factorul Ре " 
de ut IIS | Prefixul | Simbol de multiplicare Prefixul Simbol 
1015 exa E 10 deci d 
1015 peta P 10:3 centi c 
10'? tera T 10? mili m 
10° -giga G 107* micro n 
10% mega M 107 nano n 
10° kilo k 10723 рісо р 
10° hecto h 10, 4% femto tf 
101 deca da 10-38 atto a 
__ al d LL A PI 
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La folosirea prefixelor SI se recomandă sá se (ini seama de următoarele 
reguli : mE 79 i = 
а) Simbolurile prefixelor se tipárese cu litere: latine. (drepte) Гага spații 
între simbolul prefixului si simbolul unităţii. а pă 

b) Dacă un simbol care cuprinde un prefix este însoţit de un exponent, 
aceasta înseamnă că multiplul sau submultiplul unităţii este ridicat la puterea 
exprimată la exponat. De exemplu : 


1 em? = (10-2 m) = 104 m”, 
i s= — (10-9 в). 107* s-a, 


c) Nu se admit prefixe compuse care s-au format prin juxtapunerea mai 
multor prefixe SI. De exemplu, se scrie 1 nm si nu 1 mum. ` 


1.4, ANALIZA DIMENSIONALĂ A FORMULELOR FIZICE 


Coerenţa sistemului internaţional impune ca unităţile pentru mărimile 
derivate să se exprime prin unităţi fundamentale şi eventual prin unităţile 
suplimentare. Este clar că nu orice mărime derivată se exprimă prin toate 
mărimile fundamentale stabilite de sistemul internaţional. Astfel practic 
toate mărimile derivate intilnite în mecanică se pot exprima numai prin 
trei mărimi fundamentale, și anume lungimea L, masa M şi timpul T. Dacă 
scriem, de exemplu, legea a doua a lui Newton pentru un sistem de referinţă 
inerţial, avem : Ç 

IV. ma, (1.15) 


Unitatea de măsură pentru forţă [F] se exprimá prin unitàtile fundamentale 
pentru márimile L, M, T sub forma ЖЕ, 
[F] = MLT-š. (1.16) 


Practic, toate unitátile de másurá pentru o mărime oarecare X, din mecanică, 
pot fi scrise analog cu formula (1.16): 


[X] = L*M?T*. (1192) 


Coeficientii о, B, y, care pot fi intregi sau fraclionari, pozitivi sau negativi, 
reprezintá dimensiunile unitátii derivate X in raport cu unitátile L, M si T. 
Relatia (1.17) reprezintá formula dimensională pentru unitatea derivată [Х]. 

Formulele fizice sint invariante fatá de schimbarea unitátilor de másurá 
ale márimilor fundamentale dacá ambii termeni ai formulei au aceleasi dimen- 
siuni in raport cu fiecare din unitátile fundamentale.ce intervin in formulele 


respective. 
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Dacă de exemplu, pentru o formulă de forma (1.15) se scrie 
TE) == Lug npe | (1.18) 


[m] [a] = МТ" (1.19) 
si 
principiul invarialiei legilor fizicii față de schimbarea unităţilor de măsură 
impune egalităţile 


zu == Ds Bi == В», а, = al (1.20) 


Aceste egalilàti reprezintă condiţia de omogenitate a formulelor fizice. 
Dacă o formulă matematică reprezintă o lege fizică, atunci ambii termeni ai 
formulei respective trebuie să aibă grade de omogenitate o, B, ү... egale їп 
raport cu fiecare din unităţile fundamentale cuprinse în formula dată. 

'Ținind seama de proprietăţile de omogenitate a formulelor fizice, putem 
verifica totdeauna dacă nu s-au comis unele erori în scrierea unei formule 
oarecare. 

Utilizind principiul omogenitátii formulelor fizice, putem deduce unele 
formule numai pe baza analizei dimensionale. 

De exemplu știm că accelerația centripetă a unui punct material care se 
deplasează pe un сеге de rază R cu vileza р, depinde de mărimile R si v. 
Putem deci serie : 


[aa] X le (1.21) 


` [a,] — Io] [RP = 1-8-1 — Le*PT-P \ (1.22) 


comparind forinulele (1.21) si (1.22) obţinem: 


B gu (1.23) 
а B = 1, 
de unde 
В = —1, z: = 2. (1.24) 
Deci 
р? 
q, = т 
R 


Uneori în formulele fizice intervine un coeficient adimensional А care nu poate 
fi determinat numai pe baza analizei dimensionale. De exemplu, dacă vrem 
să stabilim dependenţa energiei potenţiale în cîmpul forţelor elastice de con- 
stanta elastică, k si elongatia т, 


бон pus d E, = af. (1.25) 
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Dimensional : 
ML2T-2 — (MTAL = MeT-Rep, C5 (1.26) 


Din această relaţie se obține 


Deci 
E, = Ака. | ind " os 
Coeficientul de proporţionalitate A, in acest caz, este 1/2 si deci formula 


(1.27) se scrie sub forma : 


Ка?, этүү (1.28) 


1.5. CONSTANTE FIZICE FUNDAMENTALE 


În general, prin constante, in fizică, înţelegem. mărimi fizice invariabile 
sau valori numerice (adimensionale) în formulele fizice. De:exemplu, accele- 
raţia gravitațională g intră în multe formule fizice. Mărimea g însă depinde de 
latitudinea @ şi de înălţimea h deasupra nivelului mării. Formula : 


g = (9,7805 + 0,0517 sin? ф — 3,1:10-? h) m/s? (1.29) 


se consideră ca fiind cea mai precisă la ora actuală. Înălţimea h se ia în metri. 

Această formulă furnizează valoarea accelerației gravitaționale astfel 
încît valoarea calculată nu se abate mai mult de 4-5:10-* m/s? de valoarea 
reală. Deci dacă pentru o înălţime h şi o latitudine ф date, aplicind formula 
(1.29), se obţine valoarea g, calculată, trebuie să scriem că valoarea reală este 
cuprinsă între 


д. — 0,0005 m/s? si g, -+ 0,0005 m/s?. 
Astfel pentru o = 1/2 si h = 0 avem: 


g = (9,8322 + 0,0005) m/s?, (1.30) 
. T 2 
iar pentru o = TT şi h=0: 


g = (8,8064 + 0,0005) m/s. e i: (1.31) 


Pentru o scriere mai compactă s-a adoptat о astfel de metodă, încît 
eroarea comisă prin asocierea unei valori pentru mărimea fizică respectivă 
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se notează în paranteză imediat după valoarea considerată. Astfel relațiile 
(1.30) si (1.31) se seriu sub forma: 


g = 9,8322(5) m/s? (1.307) 


g = 9,8064(5) m/s. (1.31') 


Cifrele nedeterminate precis în valoarea unei mărimi fizice rezultă din numărul 
cifrelor incluse în paranteză. Astfel, în relaţiile (1.30%) si (1.317) vedem că 
ultimele două cifre în valoarea lui g nu sînt cunoscute exact, deoarece această 
valoare este cuprinsă între 9,8371 si 9,8327 m/s? şi respectiv între 9,8059 
si 9,8069 m/s?. 

Cu toate că valoarea accelerației gravitaționale depinde de latitudine si 
înălțime, faţă de nivelul mării se consideră constantă universală, deoarece 


isi păstrează valoarea în orice condiţii. 


Constantele universale -— mărimile fizice care-şi păstrează valoarea 
constantă în orice condiţii de temperatură, presiune ete. — prezintă un rol 


deosebit de important în fizică, deoarece cu ajutorul lor se identifică si se 
calculează alte constante si mărimi fizice. Р 

În scopul posibilităţii unei utilizări unice coordonate, în știință si tehnică, a 
numeroaselor date numerice care se obţin într-un ritm accelerat în laboratoa- 
rele din întreaga lume, este deosebit de important să se dispună de valori una- 
nim acceptate pentru toate constantele fundamentale. O serie de mărimi fun- 
damentale ca: viteza luminii in vid, sarcina electricá a electronului, constanta 
lui Boltzmann etc. intrá foarte des in calculul diferitelor márimi fizice. Dacá 
in diferite laboratoare nu se utilizeazá aceleasi valori si precizii pentru constan- 
tele fundamentale, se ajunge la situaţia obţinerii unor rezultate experimentale 
contradictorii. Pentru înlăturarea unei astfel de situaţii s-au institutionalizat 
grupe de lucru privind constantele fundamentale. Numărul constantelor 
funda mentale este relativ mare si multe din ele se referă la domenii ale fizicii 
necunoscute încă celor ce li se adresează acest manual. În tabelul 1.9 redăm 
unele dintre constantele fundamentale si precizia cu care sînt cunoscute 
aceste constante la nivelul anului 1973. Desi precizia constantelor fundamen- 
tale si concordantelor obţinute sint in general suficiente pentru unele directii 
de cercetare, se apreciazá cá mai sint domenii in care se pune stringent pro- 
blema efectuárii de noi experienle si calcule teoretice. Nici pentru constan- 
tele indicate in tabelul 1.9 valorile si erorile date nu trebuie considerate de- 
finitive, deoarece nu este exclusă obţinerea de noi informatii care sà ne imbo- 


gáteascá cunoaşterea in domeniul constantelor fundamentale. 
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Unele constante fundamentale 


Tabelul 1.9 


Denumirea Simbol Valoarea Jes — а їп 81 

Viteza luminii in vid ë 2,99792458 (12) 10* ms! 
Sarcina electronului e 1,6021892 (46) 107 C 
Constanta lui Planck h 6,626176 (36) 1034 Js 
Numărul lui Avogadro N 6,0220943 (61) 10:5 kmol” 
Masa de repaus a electro- 

nului n, 9,1095434 (47) 107 kg 
Masa de repaus a proto- 3 

nului м, 1,6726485 (86) 10-* kg 
Masa de repaus a neutro- 

nului M, 1,6749543 (86) 1077 kg 
Raportul dintre sarcina si 

masa electronului elm, 1,7588047 (49) 101 Ckg- 
Numărul lui Faraday " == Ne 9,048456 (27) 10? C: mol 
Constanta gazelor ideale R 8,31441 (26) 10% J/mol:grad 
Constanta lui Bollzmann k = RIN 1,380662 (44) 10—23 J .grad- 
Constanta gravitațională G; Y 6,6720 (41) 10! N-m**kg * 
Volumul unui kmol de gaz 

ideal (T, = 273,15 К, А 

ро = 1 alm) Vos Riol 22,41383 (70) më КТ . 


Ín afara constantelor fundamentale, un rol important il joacà si constan- 
tele de material care exprimă proprietăţi caracteristice ale substantelor in 
condiţii date de presiune, temperatură etc. Aceste constante fiind, in cazul 
corpurilor izotrope, independente de forma geometrică a corpului, carac- 


terizeazá substanta din care este format corpul material. Ca exemplu de con- 
stante de material putem aminti rezistivitatea electrică, temperatura de to- 


pire etc. Constantele de material nu au valori independente de condiliile exte- 
rioare, astfel rezistivitatea depinde de temperatură, iar după cum se ştie 
temperatura de topire depinde de presiune etc. Constantele de material carac- 
terizează proprietățile macroscopice ale substantelor si pot fi numai în foarte 
puţine cazuri exprimate prin constantele fundamentale. Valorile constantelor 
de material în diferite condiţii exterioare se determină experimental, cu aceste 
;alori existind tabele detaliate. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


1.1. Să se indice mărimile fizice care se exprimă în unităţile de măsură : 
a) Nem 
b) N/m* 
c) J/grad 
d) J/kg grad 
R. a) lucrul mecanic, energia, căldura, momentul forței 
b) presiunea, densitatea volumică de energie 
€) capacitatea calorică, entropia 
d) căldura specifică, entropia unităţii de masă. 
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1.2. Se consideră un sistem de unităţi în care unităţile de măsură pentru masă M^, pentru 
lungimea L', pentru timp 7" se exprimă prin unitățile corespunzătoare M'L si T în SI după 
formulele : 

M'— ЕМ, L'= kL, Т = КТ 
uude kili = 1, 2, 3) sint constante. 

Sá se calculeze factorii de multiplicare саге араг la trecerea unităților de măsură pentru 
viteză, acceleraţie, forță si energie din SI in sistemul considerat 


К. k, kk, 
Ro ga. Way BÜ— pg, Е 
Ka ka Ra k$ 


kk 


E. 


1.3. Să se serie formula dimensională a constantei atracției universale ү, care intervine 
in formula forţei 


de interacţiune între două puncte materiale cu masele m, si m,, aflale Ја distanța г între ele 
Fe[y]= PM TITR 
1.4. Sá se serie formula dimensională pentru căldura specifică С 
Q LMT? 


R-.G= —— у [C]- = MT, 
тА! м 


1.5. Stiind cá energia medie de translație a moleculelor unui gaz este -dată de relația 


3 


Е == = КТ 
2 
să se serie formula dimensională pentru constanta lui Boltzmann K 
E 
R-[k] = B. DMT OU 3 
Hl 


1.6. Pornind de la ecuaţia de stare a gazului ideal 
pV = УЕТ, 
să se deducă formula dimensională a constantei R. 
ШЕШУ] 
[v] [Т] 


1.7. Sá se indice unitățile de măsură pentru conslanta R si masa molară M astle] incit 
formula : ¿ I 


R: [HR = L:MT-? kmol (1; 


5а lie scrisá corect, din puncl de vedere dimensional 
kg 
R.[R] = J/kg kmol: [M] = ———- 
kmol 


1.8. Formula lucrului mecanic, efectuat de un gaz, într-o transformare izolermă : 


esle incorectă din punct de vedere dimensional. Să se indice, pe baza analizei dimensionale 
factorul care lipseşte din această formulă. 
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R. Stiind cà 
[5] = TM T 
iar din problema 1.7. 
[R] = L'MT kmol t 1. 


Deci [R- T] = L*MT-? kmol-'(7u! = L*MT^? kmol 1, 

Vedem cá pentru ca produsul RT să aibă dimensiunea unui lucru mecanic trebuie mul- 
tiplicat ca un factor, pentru care unitatea de măsură este kmol. Mărimea fizică măsurată în 
kmol este numărul de moli v. Deci expresia corectă pentru lucrul mecanic este 


L= а es VRT P. 
1 P, 
1.9. Sá se scrie lormulele dimensionale pentru : 
a) sarcina electrică g 
b) diferența de potenţial U 
e) intensitatea cimpului electric E 
d) rezistența electrică R 
е) capacitatea electrică С 
Í) intensitatea cimpului magnetic Н 
g) fluxul inducției magnetice Ф 
h) inductanta unei bobine L 
R. a) Din formula 


qu lt 
айат [q] = [1I] А5. 
b) Diferenta de potential fiind un raport dintre lucru! mecanic. L si sarcina electrică 


rezultă [U] = LMTA. 
с) Din formula 


rezullă 
[E] LMTA. 
d) Din formula lui Ohm : Ó 
R = ыа 
\ 1 
avem 
[R] = L:MT^A^*. 


e) Capacitatea electrică C se exprimă prin formula 


Deci 
[C] — AT рамз 
LMTA 


fy [H] = căt 
g) Din legea inducției electromagnetice 


Ad 
Е? 
At 
avem 
[Ф] = [U]- = LMTA Aaa 
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b) Prin definiție inductanța L a unci bobine este raportul fluxului Ф si intensitatea 7 
a curentului, deci 


[L] = L'MT- A7. 


1.10. Stiind c& energia inmagazinatá intr-un condensator depinde de sarcina electrică q 
de pe o armătură a condensatorului si de capacitatea C a condensatorului, să se deducă, pe 
baza analizei dimensionale, expresia energiei condensatorului in funcție de q şi C. 


Б.Е, = kqaCg. 
'Tinind seama de rezultatele problemei 1.9, avem: 
L3MT-? = (AT)"-[L72M71T*A?]8 = L -*BM-BTiBra.Aat:B , 


De unde 


Deci 


Oblinem ast!el : 


EL- E 


Calenlele teoretice conduc la valoarea К == 


2 


1.11. Să se deducă expresia energiei cimpului magnetic inmagazinală intr-o bobinà 
știind că această energie depinde de inductanta L a bobinei si de intensitatea curentului electric 
prin bobină : 


RE = kta. IB 
sau 


LMT = (L:MT-*A?)*. АВ 


д&== 2 
== 1 
— 20 = — 2 
— 24 + B = 0 
de unde 
«= 1 
В = 2 


Deci 


Ia = kL, 
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Se arată că k= 1/2 si deci: 


1.12. Energia unităţii de volum a unui cîmp electric în vid depinde de permitivitatea 
vidului e, si de intensitatea E a cimpului electric, Să se stabilească dependența densităţii de 
energie W de e, si E. 


MT? 
jh ia =Й a m = NTS 
v [3 
Din legea lui Coulomb 
jm 1 9192 
ARE, T? 
rezultă 
ig] At. T° 


—M-eLEÁGTM. 


Ей [FI] — M.LT2.L2 


Din problema 1.10 
[E]es LMT-Av*, 
Scriind 
W = (е) (EB 
obtinem 
LMT == (MOL?T!A)«LMT-*A7)0 
LMI = М-% +13 +B quei Am. 


Prin identificare 


=g} p= +1 
— За + В = 1 

da — 38 = —2 
da — B = 0 


B= 20, a= 1, В = 2. 
Deci W = Ке,Е°. 


Coeficientul numeric k = 


` |= 


1.13. Să se deduci expresia vitezei luminii in vid, în funcție de permitivilatea vidului є 
şi permeabilitatea magnetică ро a vidului 
В, 
Hi 


R. р 


unde В, este inducția eimpului magnelie in vid, iar JI este intensitatea cimpului magnetic. 
Fluxul magnetic Ф este k 


Ф =: B.S. 


Deci 
Ф | "MTA! 
[8] = e PE. МЕ" ы зы 
$ E 
B MT-*4A^ 
[uo] = [з]. A — LMTA, 
[H] AL 
Viteza luminii in vid 
scs ац 


Prin identificare 


Coelicientul numeric k = 1, 


LT = [M-1L^?T*A*]-(LMT-*A^:]P 
LT- M-—9*tBp-3o--p T4a—2 A:o—2p, 


—«-8-0 
— 3 + Ë= 1 
40 + 28 = — 1 
2x — 20 = 0 


MĂRIMI APROXIMATIVE. 
REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE 


Practic, în toate formulele fizice, intervin mărimi sau constante fizice 
pentru care, dintr-un motiv sau altul, nu cunoaștem sau nu putem folosi 
valorile lor exacte. Din această cauză, în practică, se folosesc valori apro- 
piate de valorile reale, denumite valori aproximative. 

Amintim următoarele motive pentru care sîntem obligaţi să lucrăm cu 
valori aproximative : 

a) Prin efectuarea oricărei măsuri se obţin rezultate afectate de erori 
inerente. Adică nu putem măsura niciodată valoarea adevărată a unei mărimi 
fizice, ci numai valoarea aproximativă a acesteia. Prin perfecţionarea meto- 
delor de măsurare se obţin aproximări din ce în ce mai bune, dar nu putem 
niciodată afirma că valoarea obţinută prin măsurare este identică cu valoarea 
adevărată. 

b) În foarte multe formule fizice intervin mărimi ca m, e etc. pentru care, 
deşi în principiu putem cunoaște valorile exacte, sintem nevoiţi să luăm 
valorile lor aproximative deoarece în practică nu putem, și de multe ori este 
fără sens, să lucrăm cu un număr foarte mare de zecimale. De exemplu т = 
— 3,1415926536 se utilizează de regulă са т = 3,14 sau т = 3,142. 

Aproximarea cu care trebuie luate astfel de constante depinde de condi- 
{Ше concrete ale problemelor rezolvate. 

c) Rezultatele unor operaţii matematice ca logaritmul unor numere, 
rădăcina pătrată etc. reprezintă valori cu un număr mare de zecimale. De 
exemplu, 4/3 = 1,7320508..., iar, /2 = 1,4142135 și In 2 = 0,6931471 etc. 
În practică folosim corespunzător V] = 1,73, T] — 1,41 si In 2 — 0,693 etc. 

De asemenea, sînt dese situaţiile cînd mărimea obţinută reprezintă ra- 
portul a două valori exacte, dar acest raport seris în baza 10 contine foarte 


multe zecimale şi deci trebuie luată valoarea aproximativă a acestuia. De 
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exemplu, 2/7 = 0,2857142857142... Este clar că practic nu se poate lucra cu 
un număr atit de mare de zecimale. 

d) Din tabelul 1.9 rezultă că toate constantele fizice care se utilizează 
curent in formule sint cunoscute numai aproximativ. De exemplu, în valoarea 
accelerației gravitaționale g, formulele (1.30) si (1.31 cunoaștem precis 
numai două zecimale. 


2,1. ERORILE MĂRIMILOR APROXIMATIVE 


Pentru caracterizarea abaterii valorii aproximative a unei mărimi fizice 
de la valoarea corectă a acestei mărimi se introduc noţiunile de eroare ab- 
solută şi eroare relativă. Se poate pune întrebarea, dacă ştim valoarea ade- 
vărată pentru o mărime fizică de ce avem nevoie să cunoaștem abaterea unei 
valori aproximative oarecare de la această valoare ? De fapt nu cunoaștem 
valoarea adevărată, dar putem folosi unele metode de estimare a acestei 
valori. Cum însă valoarea estimată nu coincide cu valoarea adevărată, va 
trebui să stabilim un anume interval în jurul valorii estimate în care să 
putem spune, cu un anume nivel de încredere, că se află valoarea adevărată. 

Lăsînd, deocamdată, de o parte problemele legate de metodele de esti- 
mare a valorii adevărate, precum și problema surselor de erori în valoarea 
aproximativă, considerăm că pentru o mărime fizică oarecare valoarea ade- 
vărată este X, iar valoarea aproximativă este х. 

Prin abaterea valorii aproximative x de la valoarea adevărată X, sau 
prin eroarea absolută Az se înțelege diferența: 


AG = X — di (2.1) 


Semnul acestei diferente nefiind cunoscut, adeseori se utilizeazá valoarea 
absolutá a abaterii (2.1). 


e =|X—2|=|Azl. (2.2) 


Din această formulă rezultă că valoarea adevărată X este cuprinsă în inter- 
valul 


т—|Ах| <sXsz+|Azi (2.3) 


Eroarea relativă a valorii aproximative se determină prin raportul : 
(2.4) 


pentru X z 0. 
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Se mai utilizează si noțiunea de eroare relativă procentuală ca fiind : 


35 22: ms. procente) = PE 


-100. (2.5) 
IX] (X 


Formulele de mai sus nu pot fi utilizate pentru calcule concrete, deoarece 
necunoscînd valoarea adevărată X nu putem calcula eroarea absolută si 
respectiv eroarea relativă. 

In practica experimentală se poate pleca de la ipoteza că valoarea apro- 
ximativă z este suficient de apropiată de valoarea adevărată X și deci putem 
considera că sînt satisfăcute inegalitálile. 


IAz|«|X| |Az| <|]. (2.6) 


Din aceste inegalităţi rezultă că valoarea aproximativă < este foarte 
apropiată de valoarea adevărată X, adică z = X. Această concluzie fiind 
adevărată, dacă se fac calcule вап măsurări concrete, putem înlocui formula 
(2.4) prin relaţia 


S = | Аг |, (2.7) 
@ 
Introducind în relaţia (2.3) obținem : 
r—rXxmz-43:ax (2.8) 


În această formulă 3 este eroarea relativă aproximativă (2.7). Dacă 
sînt satisfăcute relaţiile (2.6), obtinem inegalitatea 


[3| «1. (2.9) 


Rezultă că dacă eroarea absolută este mult mai mică decît valoarea apro- 
ximativă a mărimii fizice considerate atunci eroarea relativă este mult maj 
mică decit 1. 

Din formula (2.7) putem scrie : 


| Az | = 8:0. (2.10) 


Vedem deci că admitind inegalitátile (2.6) am ajuns ca în loc de trei necunos- 
cute (X, | Ax | şi 3) să ráminem numai cu două necunoscute 3 şi | Az|, valo- 
rile cărora încă nu le putem calcula. 

În practică, întîlnim două cazuri distincte în care putem evalua mărimile 
5 si |Az]. 

a) Cazul cînd trebuie să folosim în calcule numere cu valorile precis 
cunoscute, dar avînd în vedere posibilităţile de calcul sîntem nevoiţi să con- 
siderăm numărul respectiv cu un număr mai mic de zecimale, adică să luăm 
valoarea aproximativă pentru acest număr. Să luăm de exemplu numărul е. 
Considerăm că valoarea exactă este: e— 2,7182818. 
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жашынан — 


În practica de calcul folosim valorile e = 2,72 sau e = 2,718. Putem 
caleula erorile absolute si relative in aceste cazuri (tabelul 2.1). 


Tabelul 2.1 


Valoarea 


aproximativă + Eroarea absolută Ar 


Eroarea relativă % 


2,12 1,718210^* 
2,718 2,818 ·10-* 


6,3169 107195 
1,03679-10-:% 


Valorile din acest tabel sint aproximative, deoarece am folosit numai 
şapte zecimale pentru numărul e, aceasta pentru a ne putea folosi de calcu- 
lator, ori numărul e ca si тт contine un număr nelimitat de zecimale. 

b) Cazul in care valoarea aproximativă t este rezultatul unei măsurări. 
În acest caz calculul direct al abaterii absolute | Ах | nu se poate face nici 
măcar aproximativ. Cunoscind însă metoda de măsurare folosită putem 
evalua limita superioară a abaterii absolute | Az |. Dacă, de exemplu, măsurăm 
temperatura unui corp cu un termometru si știm că precizia de măsurare 
cu acest termometru este 0,1*C, vom considera că eroarea absolută este 0,1°С. 

Deci, în cazul efectuării unci măsurări, considerăm valoare maximă 
pentru abaterea absolută | Ах | ca fiind determinată de precizia de citire pe 
aparatul de măsură utilizat. Rezultă deci necesitatea folosirii pe cit posibil 
a unor aparate de măsură de precizie cit mai înaltă. Desigur că putem avea 
situaţii cînd eroarea absolută | Ax | să fie mai mare decît precizia de citire. 
Acest lucru poate fi datorat existenţei unei serii de factori care conduce la 
mărirea erorii comise prin efectuarea măsurării. | 

Înaintea efectuării unor măsurări se impune deci o analiză minuțioasă 
a tuturor factorilor care pot conduce la apariţia unor erori si alegerea metodei 
de măsurare care să asigure erori minime. 

Trebuie să subliniem că deoarece mărimea x măsurată este dimensională, 
eroarea absolută | Ах | trebuie să aibă aceleași dimensiuni ca si mărimea т. 

Eroarea relativă însă fiind raportul a două mărimi de aceleași dimensiuni, 
reprezintă un număr adimensional. 

O măsurare este cu atît mai precisă cu cit eroarea absolută și respectiv 
eroarea relativă este mai mică. Desi prezintă importanţă atit eroarea absolută 
cât şi eroarea relativă, aceasta din urmă ne furnizează informaţii mult mai 


complete asupra preciziei măsurării efectuate. 


De regulă prin precizia P se înţelege valoarea egală cu 1/|8]|, adică 
inversul valorii absolute a abaterii relative. Deci, cu cit | 8| are o valoare 
mai micá cu atit precizia P este mai mare. 


Dacă de exemplu, cu termometrul pentru care eroarea absolută este 0,1°С 
măsurăm temperatura corpului A si a corpului B si obţinem f; = 10*C si 
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iy = 100°C, este clar cá temperatura corpului B este mult mai precis deter- 
minată decît temperatura corpului A, desi eroarea absolută în ambele cazuri 
are aceeași valoare. Din formula (2.8) rezultă că valoarea adevărată a tem- 
peraturii corpului A este cuprinsă între 9,9 si 10,1°С iar temperatura ade- 
vărată a corpului B este cuprinsă între 9,99 si 100,1*C. Deci temperatura fa 
este determinată cu precizia 100, iar temperatura /4 cu precizia 1 000. 

Pe de altă parte eroarea relativă fiind o mărime adimensională permite 
compararea preciziei cu саге au fost măsurate diferite mărimi fizice ca de 
exemplu, masă, timp, viteză, lungime etc. | 

De exemplu, referindu-ne la tabelul 1.9 putem pune intrebarea dacá 
masa de repaus a electronului este mai precis cunoscutá decit sarcina elec- 
tricá a electronului, sau invers. 

Din tabelul 1.9 aflăm valorile : 


m, = 9,109534(47)107* kg 
e — 1,6021892(46)10- C 


Eroarea absolută fiind indicată în paranteză avem: 


| Ат, | = 0,000047.10-—51 kg 
| Ae | = 0,0000046.10- С 


Deci 


| 3, | = 5;15-942:10-° iar | še | = 2,87107-10-* 


Din aceste date obtinem сй masa de repaus a electronului este cunoscută 
cu o precizie de 1,938 :10°, iar sarcina electrică electronului este determinată 
cu precizia 3,483:105. 

Din cele discutate în acest paragraf rezultă că mărimile aproximative 
care intervin în formulele fizice pot fi caracterizate prin abaterea absolută 
| Ах | de la valoarea adevărată X, prin eroarea relativă 3, precum si prin 
precizia 1/18 |. 

De regulă într-o formulă dată intervin valori de precizii diferite. Erorile 
rezultatului final, obținut în urma efectuării calculelor vor depinde de erorile 
tuturor mărimilor ce intră în formulă si în primul rînd de erorile acelor mărimi 
care sînt determinate cu o precizie mai mică. Deci dacă unele mărimi dintr-o 
anume formulă fizică sînt. determinate cu precizie mică, nu are sens ca cele- 
lalte mărimi să fie luate cu precizii mult mai mari. În acest sens mărimile ce 
pot fi cunoscute cu o precizie foarte mare, dar care contin un număr mare de 
zecimale, pot fi rotunjite. Trebuie însă ca eroarea relativă a valorii rotunjite 
să nu fie mai mare decit eroarea relativă a mărimii determinate cu precizia 
cea mai mică. 

Se recomandă ca eroarea relativă a factorilor numerici sau a constantelor 
ce intră în formula dată să fie de aproximativ 10 ori mai mică decit eroarea 
relativă a mărimilor măsurate, adică a mărimilor determinate cu eroarea 
relativă cea mai mare. 
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2.2: REGULI DE ROTUNIIRE A NUMERELOR. 
STABILIREA NUMĂRULUI DE CIFRE EXACTE 


Am văzut că în calculele practice nu putem lua numere ca 7, е, J3, 
1/3, In 2 etc. си un număr prea mare de zecimale. Deci apare necesitatea 
rotunjirii numerelor exacte. Se impune însă ca rotunjirea numerelor să se efec- 
tueze astfel ineit eroarea relativă, obținută prin rotunjire, să nu depăşească 
eroarea relativă a mărimii cunoscută cu precizia minimă. 

De exemplu, dacă dorim să calculăm perioada T a unui pendul gravita- 
tional de lungime 1 = 100 cm, la latitudinea 9 = 45°, trebuie să ținem seama 
de eroarea absolută care s-a comis prin măsurarea lungimii l. Dacă | Al = 
= 1 mm atunci: | 


ga 00 ү, ЕЯ (2.11) 


Din expresia (1.31) rezultă eroarea relativă pentru accelerația gravitaţională : 


0,0005 


= Danez 2 5:10. (2.12) 


Deci în calculul efectuat, mărimile z si g, trebuie luate cu un număr de zeci- 
male încît erorile relative să nu depăşească 10-? (eroarea relativă a mărimii ¿ 
cunoscută cu precizia minimă). 

Se pune deci problema stabilirii numărului de cifre semnificative prin 
care trebuie, indicate. valorile mărimilor ca m, g etc. 

O cifră semnificativă este oricare cifră 1, 2,...9, а unui număr care este 
folosită pentru a arăta mărimea numărului, indiferet de virgulă. Сїїта zero 
se consideră semnificativă dacă se află în interiorul numărului sau la dreapta 
acestuia. De exemplu, dacă scriem coeficientul de dilatatie liniară pentru alumi- 
niu sub forma @ =0,000024 K-t, primele cinci cifre de zero nu sint semnifi- 
cative si o astfel de scriere nu este recomandată. Trebuie să scriem а = 
= 2,4:10-KR-, valoarea coeficientului « conținînd două cifre semnificative. 
Dacă însă seriem acceleraţia gravitaţională g = 9,80 157°, cifra zero este 
semnificativă. Dacă un număr trebuie rotunjit la un anumit număr de cifre 
semnificative, trebuie să se aibă in vedere reguli : 

a) Dacă prima eifrü trebuie neglijată este mai mică decit cinci, 
ultima cifră menţinută rămîne neschimbată. 

b) Dacă prima cifră care trebuie neglijată este mai mare ca cinci sau este 
cinci urmat, de- cifre diferite de zero, ultima cifră păstrată se mărește cu o 
unitate. 

c) Dacă cifra ce trebuie neglijată este cinci urmat numai de zerouri, 
numărul se rotunjeste la cea mai apropiată valoare pară. 
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Ca exemplu scriem următoarele numere rotunjite la o singură zecimală. 
12,345 ne dă 123 7 
12,367 ne dă 12,4 
12,356 ne dá 12,4 — 
124350 me dš: 12,4! 97. мана 
12,250 ne dš 12,3 | 


Ргїп rotunjirea numerelor de mai sus se comite ое a absolută egală 
cu 0,5-10-! adică 0,05. ofi T. sini pita 

În calcule trebuie să luăm numai cifrele semifigativo,, care pot fi consi- 
derate exacte. De exemplu, în tabelul 1.9 volumul unui kmol de gaz. ideal, 
în condiţiile normale de presiune și temperatură este dat cu şapte cifre semni- 
ficative, dar nu toate aceste cifre pot fi considerate exacte. 


ei 


Vom = (22,41383 + 0,00070) m*k mol !. (2.13) 


Deci eroarea absolută este: 
| АЎ] = 77 10, 4 m? kmol- 


În calcule, valoarea pentru V,, poate fi rotunjită la cinci ‚сите exacte, adicà 
putem scrie V,,, = ул m?kmol-*. Prin aceasta”. citarea „comisă prin ro- 
tunjire este 0,5-10-? — 5-10-* m*kmol*! este mai mică decit, e оатеа absolută 
care afectează valoarea pentru N,,. Pa nul e derina 


Dacă avem un număr care conţine m cilre sei “dintre care 
z sint după virgulă, iar z, este prima cifră semnificativă à ЖАГЫШ respec- 
tiv, atunci in scopul simplificárii calculelor se apreciază” арлеген absolutà 


maximă R3 ин Qa tell SM 


(2.14) 


(Ах) а == (Em Hl): pt si 


Deoarece m — z reprezintă numărul cifrelor semnificative! din” stinga virgulei 
putem ușor aprecia abaterea absolută pentru 0 eroare “relativ ñ 3, dată. 


În cazul considerat al calculului perioadei pendglului i e iot (2.11), 


deci ичир Ёзиб м 
(A) ља = (9 + 1):1097151-1075: 5 1011023. = aa 
(Ав) мае = (3 -+ 110-100 2 4.1059. 


Rezultă astfel că pentru efectuarea corectă acalecületer-perioadei pendu- 
lului, în acest caz, valoarea accelerației gravitaționale {терше rotunjită la 
trei cifre semnificative (g = 9,81 ms-?) iar valoarea nirmărului: z la patru 
cifre semnificative (m = 3,142). ; t 
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sinnt 2,3! ERORILE REZULTATE ÎN URMA EFECTUĂRII 
н UNOR OPERATI! MATEMATICE 
. CU. NUMERE APROXIMATIVE 


Fiecare număr aproximativ utilizat fiind caracterizat de eroarea absolută 
şi respectiv de eroarea relativă corespunzătoare este normal să ne intereseze 
modul în care erorile individuale ale mărimilor ce intră într-un calcul anume 
se rüsfring asupra erorii ce caracterizează rezultatul final. 

Să ne ocupăm pe rînd de unele operaţii matematice mai importante: 

2.3.1. Adunarea numerelor aproximative. Dacă avem un sir de numere 
aproximative X,723$ ..., t, lar numerele adevărate, necunoscute, cuprinse 
in domeniile : 


UNS, LAT i X, e be Лау... (2.15) 
Mărimea X rezultată în urma adunării acestor numere va fi: 
X = X, + X, +...= 2, + Az, + z, + Ata he (za, + z, +-...) + 
) И ДАН USE (BAR, HR Az. -Ь...). (2.16) 


Deoarece semnele -erorilor absolute individuale Az; nu sint. cunoscute nu 
putem stabili precis eroarea. absolută, de aceea, ca de altfel in multe alte ca- 
zuri, se consideră situaţia cea mai defavorabilă adică se calculează eroarea ab- 
solută maximă. | 


Ае x: (Ах | + | Az, | + | Даз | = 3i (2.17) 


Deci eroarea absolută maximă (sau limită) a sumei unor numere aproxima- 
tive este suma valorilor absolute ale erorilor absolute ale tuturor termenilor 
sumei. Кий 


Din formula (2.10) putem serie expresia erorii relative : 


"» Azi + Az, + Avg +... | (2.18) 
qu dme Ша a әх 


Nu putem calcula precis nici eroarea relativá, necunoscind semnele erorilor 
absolute pentru termenii sumei. Aflăm însă eroarea relativă limită (maximă) 


Ames _ _ y [An | An | Y [An |. 


Е. 


(2.19) 
а F xj... Tı + Ta + Ta +. 


Din această formulă s-ar părea că eroarea relativă a sumei nu depinde de 


erorile relative ò; pentru termenii sumei. Utilizind însă formula (2.10) putem 
serie : 


+48, + %8, + 2385 +... 
214 z + 13 + 


ov 
| 


(2.20) 
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ividual istá desi loare 3, ре саге Ca їп cazul adunării, putem calcula numai valoarea maximă (limită) a erorii 
Între erorile relative individuale există desigur .0 valoare о; | 


Š 3 ç т А lom relative : 
o notăm min care este mai mică decit celelalte erori relative mim Și analog-o А " М 
š e 4 relative individual Ti z | JH Tz 
valoare 3, care este mai mare decît toate celelalte erori relative individuale WALL L Даа раа. (2.29) 
ре care о notăm prin Òmar: Introducind in (2.24), obtinem inegalitátile evi- XQ — Xa Ta — X. 
1 у ИҢ On | А v x : : M : 
dente : ki În operația de scădere a două numere aproximative eroarea relativă a diferen- 
А SU а A Bntata T Dninfs d rete p (2.21) tei obtinute poate fi mult mai mare decit erorile relative ale valorilor indivi- 
—— 5 | ‹ ^ — . . . 
pom Ty Xa F X. bees duale mai ales cind márimile x si z, au valori foarte apropiate. Acest lucru 
este mai evident dacă scriem relația (2.29) sub forma: 
şi 


(2.30) 


3, < masti + Smar tit marte Po. L, sm /' — (232) | gl Sii Bua, 


ME T ` Фу ia 
2, HT + Xj te 1 2 


Acest lucru conduce, de multe ori la faptul cá diferenta a douá lungimi sau 
a douá mase etc. este afectatá de o eroare relativá de citeva ordine de má- 
s А ‚Ж i rime mai mare decît eroarea relativă pentru fiecare mărime in parte. De aici 
Smin 81 < $таш. ы » (2.23) se trag o serie de concluzii practice. Astfel, de multe ori, pentru stabilirea 

: š masei unor picáturi de lichid se folosesc lame de sticlá pe care se depun pi- 
cüturile respective. Másurindu-se masa lamei de sticlá, iar apoi masa lamei 
împreună cu picătura de lichid, se calculează masa picăturii prin scăderea 


Rezultă că eroarea relativă limită a sumei este cuprinsá între erorile relative 
individuale limite ale termenilor sumei: 


ivá le intr i ci ive 
În acest sens eroarea relativă 3; este Într-un anume fel media erorilor relat 
ale termenilor sumei. | 


Sint situati cind relatia (2.23) nu este valabilá. De exémplu dacá adunám celor douá mase. O astfel de metodá experimentalá nu este indicatá, deoarece 
două numere z, si ta, dar nu sînt ambele aproximative ci de exemplu, z, este conduce la erori care depășesc cu mult posibilităţile furnizate de balanţa 
cunoscut precis, deci Az, = 0 şi 3, = 0. În acest caz:: utilizată. 


De exemplu, dacă prin cîntărire se obține masa lamei de sticlă 
Bc eme ш, | (2.24) 
ACRES Ы m m, = (1106,18 + 0,01) mg, 


jar masa lamei impreuná cu masa unei picáturi de lichid este: 
2.3.2. Scăderea numerelor aproximative. Considerăm două numere apro- р E p 


ximative date de relatia (2.15). Ne intereseazá valoarea si erorile corespunzá- m, = (1109,08 + 0,01) mg, 


^ : ñ ге: : . {x m . : У 
toare in diferenta acestor douá nume atunci masa picáturii de mercur se obtine prin scádere: 


X, Х = — 3 + (Ат, + Az). (2.25) m = m, — m, = 2,90 mg. 
Eroarea absolutá este I і Mărimile m, si т, au fost măsurate cu o eroare relativă de aproximativ 
A +Ах, + Ат (2.26) 10-5 adică cu o precizie de ~ 105 iar masa picăturii de mercur este deter- 
X = 1 Ta le 


minatá cu o eroare relativă limită. 
L i recisá 
Necunoscînd semnele pentru Az, si Az; nu putem calcula уа1оатеа р : ep id 
pentru Az, putem numai estima valoarea Az prin valoarea maxima а acestei 18.13 +0, 
егогі absolute. 2,90 


Ашы = (Аз | + | А |). (2.27) 


z 7.10- 


| adică cu precizia P — 145, de aproximativ 700 de ori mai mică decît precizia 


ç Жей 1 тә | permisá de balanta utilizatà. 
Ajungem astfel la aceeaşi formulă ca in cazul adunării numerelor aproxi 


j а Late: 2.3.3. Inmultirea numerelor aproximative. Ne intereseazá produsul unor 
mative. Eroarea relativa este : | numere date prin relatia (2.15), adicá : 
p EAr Алы (2.28) 
Яс Xa 


Š Xa Xa Xs... = (zi Azi) (zs + AT) (zs + Алу) (2.51) 


39 | 
38 


Їп acest caz este mai comod să încercăm mai întîi stabilirea erorii alte: 
tive. Scriem relaţia (2.31) sub forma : 


LARS E ^ Taian X "t me 
3 Ta T3 


= zz (1 + ó) (1 + 82) (1 + 33) = 
= z@y (1 + 3, E 9 E 83 + 9,8. + 8,83 L 858% + 8,803). 


'Ținînd seama că erorile relative è, 3, si дз sint de regulă mult mai mici decit 
unu, putem neglija produsele 3,8; si 8,9583 si astfel obţinem: 


X,X,X, = z;2,ass(1 H- ó, d- Sa t 63). (2.32) 
În cazul. unui număr oarecare de termeni putem scrie : 
X.,X,X,,..... == Ca tata o ne ck aaa e e (Ед, e Ba ke Šs cb...) (2.33) 


Este clar că mărimea din paranteză reprezintă eroarea relativă a produsului 
pe care-l calculăm : 


= sia Devel быны бу a. i sooo (84) 


Ca în cazurile precedente, necunoscind semnele erorilor relative, putem 
numai estima eroarea relativá limitá (maximi): 


А З ў (2.35) 
Pentru а estima егоагеа absolutš sš calculám produsele din relatia (2.31) 


X,X,X, = Data Tag AT, TT Az: + Tata Az, t 


ELAT Ata TAT Az T ATAT, AT ATAT. 


Din considerente evidente putem neglija ultimii patru termeni în ultima 
relație. Obtinem astfel : 


X,QXQX, = Ttt; + Cato A21. + Tim Ata + mim A. (2.36) 
Deci eroarea absolutá in cazul unui produs de márimi aproximative este : 
= Foto At, + LLAT, + mim, Am. (2.37) 


Putem estima numai valoarea maximš a erorii relative pentru un produs 
de factori 


Adi a ted (|222 Ax, | + | z2izəs Az | T | Luta Aa |) (2.38) 


În cazul produsului a două numere aproximative obţinem : 


Ах»а = (| TAx; | + | z Az; |) (2 39) 


EM п 


Aceste formule se utilizează rar în practică. Putem obţine: о formulă 
mai comodă dacă înlocuim erorile absolute individuale Az; prin erorile rela- 
tive 3; corespunzătoare : 


Ax; = Yidi 
Introducind in formula (2.38), obtinem: 
Ахмак = +2120223(| Š) | F | èz | + | 8; |), (2.40) 
în caz general, pentru un număr oarecare de termeni 


Ағ = UE... Х| 8, | = д, | т | дз | Te ) = YT... erus (2.41) 


Apare aici un caz foarte:des întîlnit în practică și anume dacă o mărime 
fizică oarecare y este egală cu produsul dintre o mărime constantă C, precis 
determinată si o mărime z, măsurată cu eroarea absolută Ах și eroarea rela- 
tivă 3. 

Din relaţia (2.35) rezultă: 

Hò, 


iar din relația (2:41) 


AS, ах == Gg 8 LR с. Ad (2.42) 


Deci prin înmulţirea unei mărimi aproximative printr-o constantă C, precis 
determinată, eroarea relativă a produsului rămîne egală cu eroarea relativă 
a valorii aproximative т, iar eroarea absolută a mărimii y este de C ori mai 
mare decît eroarea absolută a mărimii z. 

2.3.4. Împărţirea numerelor aproximative. Fie numerele aproximative 


X, = Lat ATi 3 Xa = 2 E Ax, 


si ne intereseazá eroarea relativá si eroarea absolută a citului : 


X, т Аш c (2.43) 
Хх, at AS. 
Putem scrie : 
(em 
mA = Rx. (2.44) 
Ф Ta Ta Ta е 9g 
Ea 
| rh To | 


Erorile relative 3, si 3, fiind márimi mult mai mici decit 1, avem: 


PT 


1 + š, = + 8) (= 8) = 1 = 8, = 8 + 8,8. 


Neglijind produsul 3,8, faţă de 3, si respectiv 3,, relaţia (2.44) capătă forma 


X РЫ Tu 2 

; ern (1 + à, + 3j) (2.45) 
sau 

X, _ An Er 

Xl pa ст, Gk EM. (2.45) 


Din această relaţie rezultă eroarea relativă a citului 
Š = +Š, s. 
Analog cu cazurile precedente putem estima numai eroarea relativá limitá 
3, = +( 3, | + [3s D. (2.46) 


Din relaţia (2.45”) putem identifica eroarea absolută a citului: 


Ка = 


= rpg 3155 кк] 3 


2 Ti 
1 
= a Cnm Tp As). (2.47) 
Tz 


Si in acest caz putem calcula numai valoarea maximă a erorii absolute, ne- 
cunoscînd semnele pentru Ах, si Да» : 


1 
Ах = + L. | Am, | 3: 25 [As |): (2.48) 
a 
Este mult mai comodă în practică formula echivalentă 


INO ағ = = Š, | + | da р. (2.49) 


` 


Dacă mărimea y se exprimă în funcţie de mărimea z prin formula : 
у =— Ах, (2.50) 


unde C este o constantă precis determinată iar x este o mărime determinată 
experimental cu eroarea absolută Ах şi eroarea relativă 8, atunci din formula 
(2.46) avem: 3, — 3, iar din formula (2.50) rezultă: 


Ay = — 2. 
С 
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f DI 


precis deter- 


Deci, prin împărțirea unei mărimi aproximative la о constantă 
minată, eroarea relativă în valoarea mărimii y este egală cu eroarea relativă 
în valoarea mărimii т, iar eroarea absolută în valoarea mărimii у este de С 
ori mai mică decît eroarea relativă în valoarea mărimii z. 

2.3.5. Ridicarea unui număr aproximativ la o putere. Considerăm nu- 


mărul aproximativ 
X = z + Ах. 


Dorim să calculăm eroarea relativă si eroarea absolută pentru mărimea 
Y = XF, _ (2.51) 


unde k este un număr oarecare. 


Putem scrie 


à ; Ахү* " i 
ү = G +A = [i + E) — aH + By. 
Xx 


Utilizind formula ridicárii unui binom la o putere, putem scrie : 


МК—1) ы ү Kk—D(c-2) ga ы, 


145) = | 1-- kà - 
(1-68) (ЕЕ тт" E 


Eroarea relativă a mărimii z fiind mult mai mică decît unu ne putem 
limita la primii doi termeni : 


Y — xz*(1 + kò), (2.52) 


Din această formulă rezultă eroarea relativă pentru cazul ridicării la o putere k: 


3, = +08. (2.53) 
iar eroarea absolută 
k к. Ах k-1i 
Ay = Бад = + z"*k— = Ка АФ, (2.54) 
x 
Notind cu 
у = zt, 
scriem valoarea mărimii Y: 
Y = y + КА (2.54) 


2.3.6. Extragerea rădăcinii de ordin k dintr-un număr aproximativ. 
Fie o mărime fizică Y exprimată prin mărimea X cu ajutorul formulei : 


y = УХ = xz) = Va VTE (2.55) 
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Dacă neglijám termenii ce contin pe 8 la o putere egală sau mai mare са 
doi, obținem : : d j i 


X = Vef ф T o): (2.56) 

Din această formulă rezultă: 

1 
8, = d ue (2:57) 
lar eroarea absolutá 
; 1 
кы Sf == = 3. 
AX ea VEL Ms. T es (2.58) 
k Roca k 


Aceste formule rezultă din formulele (2.53) si (2.54) dacă inlocuim pe k prin 
1/k. 
Sensul formulei 


1 
VIES = 1 tð | (2.59) 


si al neglijării termenilor de grad > 2, constă in faptul că 


MTER E ) 
n teal ti РЧР 3 | i У 


t 


lim (2.60) 


8-0 8 

Am obtinut deci erorile care se obtin in urma efectuárii unor operatii 
matematice cu numere aproximative. 

Studiind acest paragraf putem rămîne cu impresia că pentru calculul 
erorilor într-o formulă fizică chiar relativ simplă este nevoie de un volum de 
muncă poate mult mai mare decit volumul de muncă cheltuit pentru măsu- 
rarea mărimilor ce intră în formula respectivă. Fără îndoială că problema 
calculării erorilor și indicarea corectă a unui rezultat cu eroarea respectivă 
corect calculată nu este deloc mai puţin importantă decît măsurarea directă 
în laborator. 

Niciodată valoarea măsurată nu este egală cu valoarea adevărată a mări- 
mii fizice respective şi deci eroarea absolută a mărimii măsurate ne indică 
domeniul în care, cu o anume probabilitate, este cuprinsă valoarea adevărată. 
Neindicarea erorii unei mărimi măsurate face rezultatul măsurării tot așa 
lipsit de sens ca indicarea unui număr fără a specifica unităţile de măsură. 


2.4. REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE 


În activitatea practică, de măsurare directă în laborator și de prelucrare 
a datelor experimentale obținute, întîlnim foarte des situaţii cînd dependenţa 
între diferite mărimi fizice sau matematice x si y nu este dată sub forma unei 
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formule matematice. ci sub forma unor tabele. Reprezentarea datelor prin 
tabele prezintă o serie de avantaje exprimate prin asigurarea unei scrieri 
compacte şi accesibile pentru citire. Folosirea diferitelor tipuri de tabele este 
dictată de o serie de necesităţi practice. Astfel nu cunoaștem formula mate- 
matică prin care se exprimă valoarea unei mărimi oarecare (numită funcție) 
în functie de valoarea altei mărimi (numită argument), dar cunoaştem valo- 
rile funcției pentru diferite valori ale argumentului. În acest caz singura 
posibilitate de indicare a dependenței funcției de argumentul respectiv este 
alcătuirea unui tabel în care pe o coloană se seriu valorile argumentului, iar 
pe altă coloană valorile corespunzătoare ale funcției. 

Efectuind anumite calcule pentru valorile diferitelor mărimi fizice, apare 
adeseori necesitatea cunoașterii unor mărimi pe care nu le putem determina 
cu mijloacele avute la dispoziție. De exemplu ne interesează cantitatea de 
cărbune necesară încălzirii unei cantități de apă de masă m,, de la tempera- 
tura FC la temperatura /°„С, dacă apa se află într-un vas dintr-un material 
cunoscut iar randamentul utilizării căldurii este 7. 


Masa m a cărbunelui se calculează după formula : 


д. == (mic, Гг тс) (f EcL 1) 
10 


Abu (2.61) 


unde c, şi c, sint respectiv, căldurile specifice pentru apă si materialul din 
care este confecţionat vasul, iar q -este puterea calorică a cărbunelui. : ' 

Vedem că pentru calculul cantităţii de cărbune trebuie să ştim valoarea 
CaCO Şi q. Determinarea cu o precizie suficient de bună a unor astfel de mărimi 
se poate face cu ajutorul unor instalaţii speciale în laboratoarele specializate. 
Mărimile obţinute în astfel de laboratoare, prin respectarea normelor metro- 
logice în vigoare, sînt publicate sub formă de tabele care pot fi apoi utilizate 
în efectuarea unor calcule ca cel din exemplul de mai sus. Dacă nu am dis- 
pune de tabele pentru diferite mărimi fizice cu rezistivitate, densitate, călduri 
specifice etc., ne-am айа de multe ori în situaţia de a nu putea efectua calcu- 
lele propuse. Munca de cercetare științifică desfășurată în scopul stabilirii me- 
todelor celor mai adecvate pentru măsurarea valorilor diferitelor mărimi fizice 
și dependența acestor valori de o serie de factori se finalizează prin alcătuirea 
unor tabele cu valorile mărimilor fizice respective, deosebit de utile în activi- 
tatea altor grupe de cercetare. Alcătuirea unor tabele de mărimi fizice este 
o muncă de înaltă responsabilitate deoarece valorile conținute într-un anume 
tabel sînt utilizate pentru calculul valorilor altor mărimi fizice, ori o eroare 
într-un tabel initial poate conduce la apariţia de erori succesive în diferite 
alte tabele. De exemplu, formula (2.61) poate fi utilizată în calculul puterii 
calorice pentru diferiţi combustibili (considerindu-se c, si с, cunoscute). 

În scopul usurárii calculelor se utilizează tabele matematice ca, de exem- 
plu: tabele de logaritmi, tabele pentru funcțiile trigonometrice etc. 
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De asemenea, în efectuarea unor calcule după o formulă dată, este de 
multe ori necesar să alcátuim tabele de calcul care să conţină diferiți termeni 
din formula respectivă. 

Tabelele utilizate în practică sint de următoarele tipuri : 

1. Tabele calitative, care stabilesc relaţii între diferite mărimi din punct 
de vedere calitativ. Tabelele calitative se întîlnesc, destul de rar, cu toate 
că acestea conţin date care pot fi greu reprezentate pe altă cale. 

De exemplu tabelul 2.2 indică corespondenţa dintre ecuaţiile utilizate 
în studiul mișcării de translație si a mişcării de rotaţie. 


Tabelul 2.2 


Mișcarea de Mişcarea de 
translație rotaţie 


Mişcarea uniformă 


s == pt 9 = оі 
v = const. €) = const. 
q = 0 £g = 0 
Mişcarea unifurmă variată 
at? el? 
s = vl 4 — Фф = wl +H — 
2 2 
b = po + al € == O et 
а == const. = = const. 


De asemenea putem intilni tabele calitative care indică formulele de 
calcul pentru diferite mărimi fizice. În tabelul 2.3 se indică formulele pentru 
momentul de inerție în cazul diferitelor corpuri. 


Tabelul 2.5 


Momentul de 
inerție 


Corpul Axa de rotație trece prin 


Centrul de greutate, perpendicular pe bară 
Bară omogenă subțire de | . 
lungime 1 


Capătul barei perpendicular pe bară 


Placă dreptunghiulară cu 


laturile a si b Centrul de greutate, perpendicular pe placă 


Axa cilindrului 
Cilindru de rază R si 
înălțimea Л 


Centrul de greutate, perpendicular pe axa 
cilindrului 


Diametru 


Steră de rază R 


Tangent la sferă 
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2. Tabele stalistice, în care unele dintre variabile sînt exprimate canti- 
tativ, pe cind alte variabile, presupuse independente, nu sînt exprimate can- 
titativ (tabelul 2.4). Astfel masa si raza corpurilor cereşti, menționate în ta- 
bel, S-au raportat la masa, respectiv la raza Pămîntului, masa Pămîntului 
fiind 5,98-10** kg, iar raza Pămîntului 6,4-10% m. În ultima coloană se indică 
cantitativ valoarea accelerației gravitaționale la suprafața corpului ceresc хт. 


Tabelul 2.4 


Acceleratia gravitațională ín sistemul solar 


Aceeleratia gravitațională în 


Denumirea Masa x 5,98: 102kg Raza x 6,4:10* m suprafața corpului ceresc < 
corpului 9,8 m/s? 
ceresc 

Шрд 1 Грат = 1 Ярат = 1 | m/s? 
Soare 333 432 109 28 275 
Jupiter 318,35 11,2 2,64 25,8 
Saturn 95,3 9,4 1,17 11,4 
Uranus 14,58 4,0 0,92 9,0 
Neptun 17,26 8,5 1,44 14,1 
Pàmint 1,00 1,0 1,00 9,8 
Venus 0,82 0,96 0,86 8,4 
Pluton 34 10,7 0,46 necunoscută | necunoscută 
Mercur 0,054 0,37 0,27 265 | 
Luna 0,012 0,27 0,17 1,04 


PN a 


3. Tabele de tip funcțional. În aceste tabele se reprezintă una sau mai 
multe funcții de forma y = f(2). 

Tabelul 2.5 este un exemplu de tabel functional, in care se reprezintă 
perioada unui pendul gravitational simplu (matematic) în funcție de lungimea 
acestui pendul. 


Tabelul 2.5 


Variația periodei unui pendul matematic 
în funcție de lungimea acestuia 


1 — metru T — secundă 
0,002 +0,03 
0,100 0,63 
0,200 0,90 
0,300 1,10 
0,400 1,27 
0,500 1,42 
0,600 1,55 
0,700 1,67 


Tipurile de tabele funcționale mai des intilnite sint următoarele : 
a) tabele cu date experimentale încă neprelucrate ; 

b) tabele cu valorile diferitelor mărimi fizice ; 

c) tabele matematice ; 

d) tabele alcătuite în scopul efectuării unor calcule. 


Vom indica acum modul de alcătuire si utilizare a tabelelor. 


a) Tabele cu dale experimentale încă neprelucrate 

Aceste tabele contin date obţinute direct din experienţă. Dacă se má- 
soará, de exemplu, distanta s parcursá de un corp in cádere liberá, in functie 
de timp, trebuie în primul гіпа să stabilim intervalele de timp At, după care 
se măsoară distanţa s. În tabelul 2.6 se indică rezultatele obținute, în urma 
unei astfel de măsurări, pentru A/ = 1/30 s. 


Tabelul 2.6 


Poziţia corpului, în cădere liberă, funcţie de timp 


Timpul t, Distanţa s, Timpul t, Distanţa s, 
1/30 5 cm 1/30 s em 
1 11,86 8 61,49 
2 15,67 9 72,90 
3 20,60 10 85,44 
A 26,69 11 99,08 
5 33,71 12 113,77 
6 41,93 13 129,54 
T. 51,13 14 146,48 


Este necesar ca rezultatele experienţei să fie scrise în tabel clar şi corect 
pentru a se înlătura unele erori ce pot apărea în procesul de prelucrare a da- 
telor. De asemenea, tabelul cu coloanele necesare, inclusiv capul de coloană, 
trebuie pregătit înaintea începerii măsurărilor. Aceasta deoarece, înaintea 
începerii unei experienţe trebuie să Пе clare toate operaţiile ce urmează a 
fi efectuate. Dacă măsurările se electuează cu un raport de măsură ca amper- 
metru, voltmetru etc. este necesar să se scrie numărul de diviziuni pe o co- 
loană aparte, urmînd са pe coloana următoare să fie trecute valorile inten- 
sităţii curentului, ale tensiunii etc. corespunzătoare numărului respectiv 
de diviziuni. 

În alcătuirea acestor tabele este necesar să respectăm mai multe reguli : 

1. Fiecare tabel trebuie să fie numerotat, să aibă un titlu si să conţină 
condiţiile in care s-a efectuat măsurarea respectivă (temperatură, presiune, 
umiditate etc.). De asemenea, este recomandabil ca alături de număr și titlu, 
tabelul să conţină si data eiectuării măsurărilor, pentru a se putea mai bine 
urmării reproductibilitatea valorilor mărimilor ce au fost măsurate. 

2. Fiecare coloană (sau rind) trebuie să aibă un cap de coloană care să 
cuprindă denumirea mărimii fizice respective si unităţile de măsură în care 
se exprimă valoarea acestei mărimi. Se recomandă ca unitatea de măsură 
să fie multiplicată cu un astfel de factor incit numerele ce urmează să fie scrise 
în coloana sau rîndul respectiv, să fie cuprinse între 0,1 si 1 000. Scrierea 
factorului de multiplicare în capul de coloană nu se face totdeauna în același 
fel. Cel mai des se întîlnesc cele două moduri de scriere indicate în tabelul 2.7. 
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Tabelul 2.7 


Modulul lui Young pentru diterite materiale 


— Modulul lui Young Modulul lui Young 
Materialul 101° Nm—: 10—19 Nm—: 


Aluminiu | 6,9 | 6,9 


Vedem că în coloana a doua modulul lui Young pentru aluminiu (E = 
= 6,9-10% Nm 2) este indicat într-o formă diferită de cea din coloana a treia. 

Modul de scriere din coloana a doua indică unitatea de măsură 10% Nm-? 
iar modul de scriere din coloana a treia trebuie înțeles astfel: 


E-10719 — 6,9 Nm??, sau E = 6,9.10:0 Nm-*. 


Pentru evitarea unor erori se recomandă modul de scriere din coloana a 
doua (atit pentru tabelele statistice cit si pentru cele funcționale), adică fac- 
torul de multiplicare să se refere la unitatea de măsură şi nu la mărimea 
fizică măsurată. 

3. Se recomandă са în prima coloană (гіра) să se scrie valorile argu- 
mentului (de exemplu timp, temperatură, presiune etc.) iar coloana urmă- 
toare funcţia (de exemplu, viteza, căldura specifică etc.). 

Este necesar să se rezerve mai multe coloane pentru mărimi necesare in 
prelucrarea datelor experimentale. 

b) Tabele cu valorile diferilelor mărimi fizice. Aceste tabele sînt foarte 
des utilizate în practica de laborator. De exemplu, dacă trebuie calculat 
Volumul unui corp de o formă neregulată, putem măsura masa corpului, 
iar din tabele aflăm densitatea materialului din care este confecţionat corpu] 
respectiv. De asemenea, adeseori, avem nevoie de căldura specifică, căldura 
latentă de topire, rezistivitate electrică, constantă dielectricá etc. Toate 
valorile acestor mărimi fizice le găsim în diferite tabele. De exemplu, în tabe- 
lul 2.8 se indică proprietăţile unor corpuri solide. 


Tabelul 2.8 
Proprietăţile unor corpuri solide 
ч Cáldura Я 

Е Densitatea | Temperatura Căldura latentă de Coeficientul 

Materialul = ire i specificá m de dilatafie 
kg/m* topire °G J/kg grad “жк liniară grad— 

Aluminiu 2 600 659 896 3,22 -105 —2,3 1075 

Fier 7 900 1530 500 2,72 105 1,2 -107*$ 

Cupru 8 600 1 100 395 1,76 -105 1,6 1075 

21 400 1770 117 0,8 


Platină 1,13-105 


În acest tabel, mărimile fizice ca densitatea, temperatura de topire etc. 
sînt funcţie de materialul din care este confecţionat corpul respectiv. 


4 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 49 


т= — nmpas m n s 


De multe ori ne interesează, însă dependenţa unei anume mărimi fizice, 
ce caracterizează un anume material, de condiţiile exterioare ca temperatură, 
presiune, umiditate etc. De exemplu, în tabelul 2.9 se indică dependenţa 
rezistivitátii tungstenului de temperatură. 


Tabelul 2.9 
га ай istivitatea Temperatura Rezistivitatea р 
"Pm pré "P anon 
-———— ч M MÀ - 
1000 25,70 2 500 77,25 
1500 41,85 3 000 96,20 
2 000 59,10 3 500 115,70 


c) Tabele matematice. Tabelele matematice prezintá un instrument deo- 
sebit de util in procesul de prelucrare a datelor experimentale sau in calculul 
unor márimi fizice. De exemplu, activitatea unei surse radioactive A de- 
pinde de timp dupá formula 
In2 | 
А = Ме = Ае T (2.62) 


unde A, este activitatea sursei radioactive la momentul і —0, À este constanta 
de dezintegrare, iar T este timpul de înjumătățire. 

Pentru calculul activităţii A la un moment í = {, este necesar să sta- 
pilim dintr-un tabel matematic valoarea e. De exemplu, tabelul 2.10 
reprezintă funcțiile e* şi e-“ pentru unele valori ale argumentului 2. 


Tabelul 2.10 


о | 1,00000 | 1,00000 1,00 | 2,71828 | 0,36788 2,00 7,38906 | 0,13534 
io 1,10517 0,90484 1,10 3,00417 | 0,33287 2,10 8,16617 | 0,12246 
0,20 | 1,22140 | 0,81873 1,20 3,32012 | 0,30119 2,20 9,02501 | 0,11080 
0,30 | 1,34986 | 0,74082 1,30 0,66930 | 0,27253 2,30 9,97418 | 0,10026 
0,40 | 1,49182 | 0,67032 1,40 4,05520 | 0,24660 2,40 11,02318 | 0,09072 
'0,50 | 1,64872 | 0,60653 1,50 4,48169 | 0,22313 2,50 12,18249 | 0,08208 
0,60 | 1,82212 | 0,54881 1,60 4,48169 | 0,22313 2,60 13 46374 | 0,07427 
0,70 | 2,01375 | 0,49659 1,70 5,47395 | 0,18268 2,70 14,87973 | 0,06721 
0,80 | 2,22554 | 0,44933 1,80 6,04965 | 0,16530 2,80 16,4465 | 0,06081 
0,90 | 2,45960 | 0,40657 1,90 6,68589 | 0,14957 2,90 18,17415 | 0,05502 


Deoarece In 2 = 0,693147, iar e-I2— 0,5, se obține cá pentru [s 
A —0,5 A, ceea ce explică sensul timpului de înjumătățire T. 

Atit tabelele care contin valorile 'diferitelor mărimi fizice cît si tabelele 
matematice sînt reprezentate de cele mai multe ori prin mărimi aproximative. 
Dacă nu se indică erorile absolute respective ca їп tabelul 1.9 se apreciază 


că în cazul în care valoarea unei mărimi este indicată printr-un număr cu m 
cifre semnificative dintre care z sînt zecimale, cifre după virgula zecimală, 
atunci putem considera eroarea absolută ca fiind 0,5-10-2 sau pentru sigu- 
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гапій este mai indicat să luăm 1:10-z. Stabilim erorile valorilor din tabele, 
putem efectua cu acestea operaţii matematice după schemele indicate în 
paragraful precedent. . 

d) Tabele alcătuite în scopul efectuării unor calcule. Înainte de începerea 
efectuării unui calcul, după o formulă dată, este necesar să se stabilească 
un program prin care se fixează ordinea în care este mai indicat să se calcu- 
leze diferitii termeni continuli în formulă. De obicei este necesar să se ela- 
boreze un tabel de lucru care să cuprindă anumite rezultate intermediare. 
Tabelul de lucru se stabilește pentru fiecare funcție in parte, neexistind re- 
guli generale in acest sens. De regulă însă tabelul de lucru este astfel alcă- 
tuit încît pe fiecare coloană să se efectueze aceeași operaţie, iar coloanele 
trebuiesc astfel ordonate încît rezultatul intermediar dintr-o coloană să fie 
utilizat pentru obţinerea rezultatelor de pe coloana următoare. 

Considerăm un exemplu relativ simplu. Se cere să se calculeze puterea 
în circuitul exterior al unei baterii cu tensiunea electromotoare E — 10 V 
si rezistența interioară r = 1,65 О în funcţie de rezistența exterioară R 
pentru 0,5 < R < 5,0 О. Rezistenţa exterioară R variază cu o cantitate 
constantă (cu un pas constant) AR — 0,5 О. 

Modul în care se alcătuiește tabelul de lucru depinde si de mijloacele 
de calcul de care dispunem. Dacă nu dispunem de mijloace deosebite de 
calcul, adică de maşini electronice de calcul etc., este recomandabil să păs- 
trăm cît mai multe rezultate intermediare pentru a putea mai ușor verifica 
dacă nu s-au comis unele erori de calcul. 

Pentru puterea în circuitul exterior al bateriei avem formula 


Ji BR 
| (В 4 n 
Efectuám caleulul dupà tabelu! 2.11. 


(2.63) 


Tabelul 2.11 


Calculul puterii în circuitul exterior 


R 100 R R Rory p= — 100 R 
p FEES i QUE ry 
0,5 50 2,15 4,0225 10,817 
1,0 100 2,65 7,0225 14,240 
1,5 150 3,15 9,9225 15,117 
2,0 200 3,65 13,2225 15,012 
2,5 250 4,15 17,2225 14,516 
3,0 300 4,65 21,0225 13,874 
3,5 350 5,15 26,5225 13,196 
4,0 400 5,65 31,9225 12,530 
4,5 450 6,15 37,8225 11,898 
5,0 500 6,65 44,2225 11,306 


În general, în rezultatele intermediare se consideră o zecimală supli- 
mentară faţă de numărul de zecimale din rezultatul final. 
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2.5. INTERPOLAREA 


Аза cum am vázut, in practica efectuárii unor calcule concrete intilnim 
foarte des funcţii date sub formă de tabele. Fiecare tabel: contine valorile 
funcției pentru un număr finit de valori ale argumentului cuprins într-un 
interval finit [a, b]. Dacă notăm valorile argumentului, dinti-un tabel oare- 
care prin ху, Vy 25... t, atunci valorile corespunzătoare ale funcţiei f(x) vor 
fi (аду). f(z,), Ї(т„),.... (€) sau Yo Un Yo». Uy, cum se mai notează valo- 
rile funcţiei în punctele respective. Se întîmplă ca în procesul efectuării calcu- 
lelor sá fie necesará valoarea functiei intr-un punct cüprins intre valorile 
argumentului din tabelul respectiv. Pentru calcularea suficiént de rapidă si 
cu o precizie corespunzătoare a valorii funcţiei pentru о valoare a argumen- 
tului cuprinsă între z; si z; se efectuează operaţia numită interpolare. În acest 
sens interpolarea a fost numită și, „arta de a citi printre rîndutile unui tabel“, 

În ultimul timp interpolarea se înțelege într-un sens mai larg, ca o ope- 
ratie inversă operaţiei de tabelare. Adică prin tabelare o funcție oarecare f(x) 
se înlocuiește printr-un tabel, prin interpolare, in sensul larg al acestui cuvînt, 
ar însemna să găsim o funcţie F(x) care să satisfacă relaţiile : 


Yo = ж) = F(zo), 
y, = Қал) = FG) 
уз = (ж) = F(z), ; (2.64) 


Yn = în) = F(z,) 

Funcţia F(x) este funcţia de interpolare sau funcţia de aproximare а datelor: 
din tabelul studiat. à 

Funcţia f(x) reprezintă dependenţa y = f(x) pentru orice valoare a varia- 
bilei independente т, iar funcţia F(x) coincide cu funcţia f(r) numai in punc- 
tele y Xj Xa .. 2. 

De obicei funcţia F(x) se alege sub forma unui polinom de gradul m: 

F(z) = а, + az + аа? + ... + aux (2.65) 

În această relaţie nu se cunosc nici coeficienții dy, d, ... si nici gradul m al 
polinomului care aproximeazá cel mai bine valorile din tabelul studiat, adicá 
care satisface relatiile (2.64). 

Vom încerca să obţinem unele formule de interpolare într-o formă maj 
simplă. 

2.5.1. Cazul argumentelor eu pas constant. Interpolarea se realizează 
mai simplu dacă argumentul z variază cu un pas constant h: 


m, — To = Ta — 2, =... Z, — Хад = h. (2.66) 
În acest caz putem scrie 


X4 = X, Anh, 
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sau în general argumentul z: 


х = Ху + nh, 


sau in general argumentul т: 
® == Ty + kh, 
unde k = 0, 1, 2, 3, cew n. 
Pentru a stabili gradul polinomului (2.65) vom calcula diferentele functiei 
f(x), de diferite ordine. 
Prin diferenta de ordinul intii înțelegem mărimile : 
Ji — Yo = Alo 
Уз — V = Ау 
Ja — Js = Аф» (2.67) 


УЈа- — Yn-2 = Ayn 
Ya — Ua-i == Aya-i- 


Deci diferenţele de -ordinul intii sint în număr de (n—1). Diferențele de 
ordinul doi sint date de relaţiile : 


Ау, = Ay, Аш =» — 20 + Jo 
A*y, = Ау» — Ay; = Us — 29s + 


(2.68) 


ó Aaa = AJ, = Ayu-a = Yn 2a + Yn- 


Numárul acestor diferente este (n — 2). Caleulám mai departe diferentele 


de ordinul trei 


Дру = Айу — А? == Us — Зу + 3Y, — Yo 
AS, = A*y, — Айуу = ya — Bys + 3 + 30: — lh 
(2.69) 
A*ya-s =A? ра — Ау; = Yn — Sa-i + Sue — Ua-s- 


Diferenţele de ordinul trei sint în număr de (n — 3). După această schemă 
putem calcula diferenţele de ordin superior lui 3. 

Se ajunge astfel.la um tabel, cunoscut sub numele de tabelul diagonal 
al diferenţelor! în: саге. fiecare diferenţă se scrie între numerele prin diferența 


cărora a fost stabilită, ca în tabelul 2.12. 
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Tubelul 8.1? 


Tabelul diagonal al diferentelor 


a | y | Ay | Аз | Азу | Aij | Азу 
V, Ho 
Ар 
| їп Азр 
Ayı Азу, z 
Ta H: Азу, Абу, 
Ag, Азр, Азр 
з Us | Азу» Atyı ; 
Ар» Азр, 
v, Ya A?y, 
Ay. 
Ts Ys | 


Dacă se constată că diferenţele de ordin К oarecare sint constante, iar 
. diferentele de ordin k + 1 sint zero, atunci putem afirma cá functia de inter- 
polare F(x) (2.65) este de gradul m = k. 

Deci calculind diferenţele de ordin succesiv putem determina gradul poli- 
nomului de interpolare. 

Trebuie sá subliniem cá deoarece, in tabele ce contin date obtinute 
direct din experientá, valorile functiei sint aproximative, si valorile diferen- 
telor de ordinul k vor fi tot aproximativ constante, iar diferențelor de or- 
dinul k 4+- 1 vor fi numai aproximativ egale cu zero. Sá considerăm citeva 
exemple. 


Exemplul 1. Pentru măsurarea temperaturii se utilizează foarte des 
un termocuplu, care se realizează prin sudarea în punctele 0 si 1 a două con- 
ductoare diferite (fig. 2.1). Porțiunea 0 — 1 poate reprezenta un fir de con- 
stantan, iar porţiunea 0—A si 1— B, fire de cupru. În punctele A si B ter- 
mocuplul se conectează prin conductori la bornele unui galvanometru G 
care măsoară intensitatea curentului electric din circuit. 

Punctul 0 se menţine la tempera- 
tura de OC, iar punetul 7 se află la o 
temperatură °C, oarecare. Intensita- 
tea curentului prin circuit depinde de 
tensiunea termoelectrică între puncte- 
le A şi B, iar aceasta din urmă este 
funcţie de temperatura / la care se 
айа sudura 1. - 


A А În tabelul 2.13 se indică tensiunea 
8 termoelectrică între punctele A si B 
în funcţie de temperatura Ё la care se 
0 h află sudura 1. Se consideră cá sudura 
Fig. 2.1. 0 se află la OC. 


Tabelul 2.13 


0 
0,000 


20 
0,787 


40 
1,610 


60 
2,467 


LC 
E,» (mV) 


80 100 
4,277 


Se cere sá se stabileascá gradul polinomului care aproximeazá dependenta 
tensiunii termoelectrice de diferenţa de temperatură între cele două suduri. 


“Trebuie să realizăm tabelul diagonal al diferenţelor. 


Tabelul 2.14 


с Е АЕ Аз ASE 
1 
0 0,000 , 
0,787 
20 0,787 0,036 
0,823 —0,002 
40 1,610 0,034 
0,857 ‚ —0,001 
60 2,467 0,033 
0,890 ' — 0,003 
80 3,357 0,030 
0,920 
100 4,277 


În acest caz, deoarece A?E diferă numai prin a treia zecimală iar datele 
din tabelul 2.13 sînt obținute direct din experiență, putem considera că di- 
ferentele de ordinul doi sint constante si deci dependența tensiunii termo- 
electrice de temperatură exprimată prin datele din tabelul 2.13 poate fi 
aproximată printr-un polinom de gradul doi 


E = a, + a, + азі. (2.70) 


` Cind funcţia de interpolare este un polinom de gradul doi se spune că inter- 


polarea este parabolică. 
Exemplul 2. De mijlocul unei bare de otel, cu capetele fixate, se atirnă 
un corp си masa M. Másurindu-se raza de curbură y (măsurată in um) în 


punctul de la mijlocul barei, se obțin rezultatele din tabelul 2.15. 


Tabelul 2.15 


M (kg) 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0. | 2,5 [i s0 a5 | 14,0 
y (um) 1642 1483 1300 1140 | 948 | 781 | 590 | 426 | 263 


Să se stabilească gradul polinomului de interpolare pentru dependența 
razei de curbură y de masa M. 


În tabelul 2.16 sint date diferențele de ordinul întîi si doi. 


Tabelul 2.16 


М (kg) 0,0 | 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 
y (ùm) 1642 | 1483 | 1300 | 1140 | 948 781 590 426 263 
Ay —159 | —183 | —160 | —194 167 191 164 163 

AJ — '@% | a. 98 | — 54 | 4222], 24 | 427] 1 


Din acest tabel se vede cá valorile А?у au semne variabile, iar suma lor 
algebrică poate fi considerată zero. Rezultă că diferențele de ordinul doi 
pot fi considerate zero, iar diferenţele de ordinul întîi, constante. Fluctuatiile 


in diferențele de ordinul doi in jurul valorii zero si a diferențelor de ordinul 
întîi în jurul unei valori constante se datoresc erorilor experimentale. 
Putem deci considera că funcţia de interpolare este o dependenţă liniară, 


у = a, + a,M. (2.71) 


Dacă funcţia de interpolare este un polinom de gradul 1, interpolarea 
se numește liniară. 

Exemplul 3. În tabelul 2.17 indicăm direct valorile funcţiei у = 2? si 
diferențele corespunzătoare. 


Tabelul 2.17 


x | у = 2° | Ап | А | Азу | A'y 
0 0 
1 
1 1 6 
7 6 
2 8 12 0 
19 6 
3 27 18 0 
37 6 
4 64 24 0 
61 6 
5 125 30 
91 
6 216 


Se vede că în cazul datelor din tabelele matematice se obţin precis dife- 
rente constante de un ordin oarecare si zero pentru diferențele de ordin su- 
perior. 

După stabilirea gradului polinomului de interpolare mai rămîne să cal- 
culăm coeficienţii ay, 41. .:6 din relaţia (2.65). În acest scop se deduce for- 
mula lui Newton, de interpolare. 

Funcţia de interpolare (2.65) se serie sub forma: 


Ela) = b, + bal — ж) + Dalt — )(@ — T1) 4- balt — to)(t — 2) 
(x — Ta) + b,(z — х0) (0 — m) asy Q3) Hh- ae t Ва — 


lom) а) а — mal); (2.72) 


Această formulă reprezintă tot un polinom de gradul m, dar scrierea sub 
această formă prezintă unele avantaje. Deoarece funclia de interpolare tre- 
buie să aibă valoarea у; în orice punct de argument т, din (2.64), obţinem : 


a) z = To F(ao) = yo = bo (2.79) 
b) z = ty F(a) = bo + b(t — ху) = ys sau b+ bih = Yy 


de unde 


pih ES LET (2.74) 
E h h h 


с) х = x, F(x) = by + bilte — To) + ba(t — 20) (05 — 21) =} 


înlocuind valorile pentru by si b, si linind seama cá 


х, — ty —2h; z, — 2, = h, 
obtinem 
ps == y Jo DB + h Bh, 
h 
de unde 
gout 
b, = (ya — 201 + y)/2h^ = №. (2.75) 
2n? 


Analog obţinem și restul coeficientilor: .. 


ue 3ye + 3y o _ AY (2.76) 
1:.2.3-hs 3h? 


Pentru coeficientul b, avem : 


Aq 2E 
b, = A (2.77) 
nh? 


Obtinem astfel formula generală de interpolare a lui Newton: 


A А? 
йш В gr cis) d (z — m)(t — 2) + 
3 A4 
TA (2 — ax — t) (E — 22) A A (х — х)( — T) (£ — 22): 
Ату i ; 
Ка ту) pe — (z — то) (а — ал) (а — z;)(z— 25). (x— 24-1. (2.78) 
mh 
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Exereitii 1. Să se calculeze raza de curbură y pentru M = 1,36 kg. 1o- 
losind datele din tabelul 2.15. 

Rezolvare. În acest caz se aplică interpolarea liniară deoarece funcția 
de interpolare este un polinom de gradul întîi. 

Valoarea М = 1,36 kg este cuprinsă între valorile M, = 1 kg si М = 


У 


5 kg. Luám deci М, = 1 kg = z; М = 1,36 kg = z; h = 0,5 kg. 


5 "^u c n A a 
y(1,36) = y, + umi ETT EAE = НА 
' 0,5 


(1,96 — 1) = 1300 — 115,2 = 1 184,8 um. 


2. Sá se calculeze: tensiunea termoelectromotoare pentru temperatura 
1 = 96,8*C folosind tabelul 2.14. 

Rezolvare. Curba de interpolare fiind o parabolă, se efectuează o inter- 
polare parabolică. Din (2.78) rezultă : 


е " E(t,) — E(t A*E(t, 
Ei — e o giga, SER ТЕТЫ 
h 2h? 
unde h — 20°С; £.—96,8C; 1, = 80°С; AE(l) = 0,920; E(t) = 3,357; 
1 = 100°C. 

Deoarece A?*E nu este perfect constantă, datorită unor erori experimen- 
tale, este indicat să considerăm o valoare aproximativă. În asemenea cazuri 
se estimează diferența de ordinul doi prin media aritmetică a acestor valori ; 

0,036 + 0,034 + 0,033 -+ 0,030 


АИ e 3 P занае Р 88008) 
т; = 0,033. 


Deci 


Е(96,8°С) = 3,357 + 0920 (96,8 — 80) +» 8:038 


5168(—33) = 


= 3,397 + 0,773 — 0,002 = 4,128 uV. 


Vedem că termenul care caracterizează abaterea de la interpolarea liniară 
este foarte mic. Dacă aplicăm o formulă mai simplă, adică о interpolare 
liniară se comitea în valoarea lui E(/) o eroare relativă: 
0,002 
4,128 


= 4,8.10-* = 4,8.10-2%, 


Am dezvoltat in acest paragra! anumite aspecte legate de aplicarea metode- 
lor de interpolare în cazul cînd argumentul ia valori echidistante. 

Din punct de vedere practic putem aplica direct formula (2.78) oprindu-ne 
la termenul pe care-l considerăm suticient de mic în raport cu valorile terme- 
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nilor anteriori. În cele mai multe cazuri o interpolare liniară sau parabolică 
ne conduce la rezultate suficient de precise. 

Să luăm de exemplu datele din tabelul 2.12. Vrem să stabilim valoarea 
funcţiei pentru x = 4,7958. Considerăm o interpolare liniară : 


y(4,7958) = 64 + = 0,7958 = 112,5438. 


Prin interpolarea parabolică : 
(4,7958) = 112,5438 + = 0,7958( — 0,2042) = 112,5438 — 2,4375 = 


= 410,1063. Interpolarea printr-un polinom de ordinul trei conduce la va- 
loarea 


y(4.7958) = 110,1063 + zx (4,7958 — 4)(4,7958 — 5) 


(4,7958 — 6) = 110,1063 + 0,1957 = 110,3020. 


Valoarea corectă a funcţiei este 110,30195, deci prin interpolarea liniară in- 
Lroducem о eroare relativă 


112,5838 — 110,30195 


== 0,02 = 257. 
110,30195 


lass 


iar prin interpolarea parabolicá 


д, _ 110.1063 — 110,30195 "T 


š 110,30195 


2.5.2. Cazul eind argumentele nu variazá eu pas eonstant, Dacá functia 
у == (ж) este reprezentată printr-un tabel in саге sint date valorile argumen- 
tului z;, precum si valorile funcţiei у: : 


qus у fs Hes aswan ДЬ Ў 


Y : Yo Ур» Yo -o Yn 


dar argumentele nu iau valori echidistante, atunci se procedează ca în cazul 
valorilor echidistante ale argumentului cu condiția ca în locul diferențelor de 
diferite ordine să se ia aşa-numitele diferențe reduse, adică diferențele cores- 
punzătoare unei variații a argumentului egală cu unitatea. 

Se obisnuieste ca diferențele reduse să fie notate printr-o linie deasupra 
diferenței respective. Astfel diferențele reduse de ordinul intii se scriu sub 
forma : 


Ар == Ji — W UA == Mu н Ауа = Уһ Ja (2.79) 
Y, — To Ta — X, Tn Va 
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Diferentele de ordinul doi sint: 


An AR ke eee ma . M iu 
p ES er. WE NETT OWN, MEC de. PP 
Tg — eg Xy — XQ Z, — Xa 
= Ayai — Aaa 
eag e mă e = (2.80) 


Ta — Ty- 


Analog diferenlele reduse de ordinul trei se seriu sub forma: 


3 pm 21 2 
Аз = Ay, ; 
Ж == ©, — 85, 
E AS. == Др» 
3 3 2 
Ay = ; ; 
Xy — Tz 
— Ag — A A3y, ES 
3 4 t-1 yi. Una — А?уь а 
Др = ——M— i o. Aa. = тт Улыс A Наа. (2.81) 
Tis — Ti RT 22-3 


După calcularea diferențelor reduse se realizează tabelul diagonal al dife- 
rentelor (tabelul 2.7). Toate rationamentele făcute în cazul valorilor echi- 
distante ale argumentului (tabelul 2.7) rămîn valabile şi în cazul tabelului 


diagonal cu diferențele reduse. 
În cazul argumentelor necchidistante funcţia de interpolare F(x) este 
y = Қа) а F(a) = gy + (z — t) + (x — tole — 2) Ap + (z — t) 
(ж —2x)(m— а) АЗ se + (6 — mj)(m — ху)(@ — m)...(v — 2 1) Age. 
(2.82) 


Exemplu. În tabelul 2.18 se indică dependenţa temperaturii de fierbere 
a apei în funcţie de presiune. 


Tabelul 2.18 


p (mm col Hg) | 92,41 149,38 233,71 355,12 525,76 760,00 1489,14 
LC 50 60 70 80 90 100 120 


Se cere sà se calculeze temperatura de fierbere a apei la presiunea de 
0,5 atm = 380 mm col. Hg. 


Rezolvare : Calculăm diferențele reduse formînd tabelul diagonal al 
diferenţelor reduse (tabelul 2.19). 
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Tabelul 1.29 


| p | t At Ач | АЧ | A | АЧ 
| | 
0 92,51 50 | 
0,176 | 
1 119,38 60 —40,37 1075 
0,119 8,42 -1077 
—17,99 1075 —1,35 -10- 
2 233,71 | 70 2,08 1077 1,54 10712 
0,082 | — 7,89:10-5 —0,32-10— 
3 355,12 80 0,75 :10-? 0,21-107t* 
| 0,059 | — 3,951075 +0,40 -10-* 
4 525,70 | 90 0,2 10-5 
0,043 | — 1,66 10-5 
5 760,00 100 
0,027 


6 1489,14 120 


Vedem cá în acest caz avem o funcţie foarte complicată, care poate fi 
interpolată numai cu un polinom de grad superior m > 5. Pentru a calcula 
temperatura de fierbere a apei la presiunea p = 0,5 atm ne fixăm eroarea 
absolută cu care dorim să determinăm această temperatură. De exemplu, 
dorim ca eroarea absolută să nu depăşească 0,1°С. 

Introducem în formula (2.82) unde 

х = 380; ж, = 355,12; z, = 525,76; ж = 760,00. . -Yo = 80°С. 

Deci pentru interpolarea liniară : 
1(380) = 80 + 0,059(380 — 355,12) = 81,47. 
Prin interpolarea parabolică : 
1(380) = 81,47 + (380 — 355,12)(380 — 525,76)-(—3,95-10-3) = 
= 81,47 + 0,14 = 81,61%. 
Vedem cá termenul determinat de diferenta redusá de ordinul doi este foarte 
aproape de eroarea impusă de noi. 


Termenul de ordinul trei are valoarea: 
(380 — 355,12)(380 — 525,76)(380 — 760,0)(—0,2:10-7) = 
= 24,88:(—145,76)(—380)(—0,2:10-) = —0,0280°С. 


Deci cu precizia de 0,1*C putem spune că la presiunea p = 0,5 atm = 
= 380 mm col Hg temperatura de fierbere a apei este 81,6°С. Dacă se impu- 
nea ca precizia să fie de 0,01°С sau 0,001°С, atunci calculele deveneau mult 
mai complicate deoarece trebuiau luaţi în considerare termeni de ordin su- 
perior. 
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2.6. EXIRAPOLAREA 


Asa cum s-a specificat mai sus, fiecare tabel contine valorile funcţiei 
pentru un număr finit de valori ale argumentului cuprins într-un interval 
finit [a, b]. De multe ori însă apare necesitatea cunoaşterii unor valori ale 
funcţiei pentru valori ale argumentului 2 <a sau а > b. 


Extinderea dependenţei funcţionale stabilite pentru un interval resirins 
de valori ale argumentului, în afara acestui domeniu, se numeşte ex/rapolare. 


De multe ori prin extrapolare obţinem date la care nu putem avea acces 
pe cale experimentală. Nu întotdeauna extrapolarea este îndreptăţită din 
punct de vedere lizic. Efectuarea operaţiei de extrapolare se bazează pe 


ipoteza că dependența funcţională stabilită pentru v cuprins în domeniul 
[a, b] este valabilă si în afara acestui domeniu. Deoarece această ipoteză nu 
este întotdeauna corectă, prin extrapolare noi putem spune numai care ar 
fi valoarea funcţiei pentru v <a sau 2 > b, dacă dependența funcţională 
stabilită pe baza datelor dintr-un tabel oarecare rămîne valabilă si in afara 
domeniului respectiv. 

Formulele obţinute pentru interpolare pot fi utilizate şi în scopul extra- 
polării. În acest scop trebuie să scriem formulele de interpolare sub o formă 
mai adecvată pentru a le putea aplica mai ușor în operaţia de extrapolare. 
Considerăm numai cazul unor argumente cu valorile echidistante. Formulele 
obținute pot fi ușor transpuse în cazul argumentelor neechidistante. 

Considerăm formula (2.78) si căutăm să o scriem într-o formă puţin 
schimbată : 


(2 — To) (£ — 21) А% 


h h 2! + 


y = (а) = Fi) = + — ^ An + 


Ка (2 — To) (z — ху) (X — T) А? (ж — 2) „(а — 2) " 
h h h 31 h h 


(2 — ж) (— z) (— 2). 
h h 41 75 h h h 


D———M—À e (2.83) 
Introducem variabila z sub forma: 


2—7 _„ de unde z = z + zh. (2.84) 


. 


Celelalte rapoarte din formula (2.83) se pot scrie în felul următor: 


т — t NS — ma = В pæl 
h h 
E—X3, — A ху — 2h ИГ 
h h 
&—) _ TAn h _ 3 (2.85) 
h h 
Ш = ања г rp Ba G 0А ар +1. 
h h 


Introducind in formula (2.84) obtinem : 


z s(3-— i 
(а) = Fes + £l) — p +È Ав + 2 Ap + 


z(z— 1yz— 2) Ais + z(z — 1)(2 — 22 — 3) ла js ak 


NET, = 
£ oh aa — e — B. (e mt) Ату, (2.86) 
т! 


Această formulă este cunoscută si sub numele de prima formulă de inter- 
polare a lui Newton sau formula lui Newton pentru interpolarea înainte. 
Denumirea derivá din faptul cá valoarea z pentru care se calculeazá functia 
F(x), se află după valoarea £o din tabele. Ca si in exemplele anterioare va- 
loarea х, nu este fixată ci se alege astfel încît să corespundă primei valori 
x, din tabel aflată imediat în stinga valorii z. Cu alte cuvinte dacă valoarea x 
este cuprinsă între valorile z; şi tiu ale argumentului, din tabelul studiat, 
atunci z; se ia ca zo pentru aplicarea formulei (2.86). Pentru interpolare z > 0 
si cuprinde intre O si 1. 

Dacă valoarea lui z se ia negativă, formula (2.86) poate fi utilizatá pentru 
a extrapola dependenţa funcţională la valori ale argumentului z mai mici 
decît cele cuprinse în tabel. 


Exemplu. În tabelul 2.20 se dau valorile funcţiei у = sin z pentru x 
cuprins între 15° și 55° cu pasul h = 5°. Să se calculeze valorile funcţiei y 


pentru = cuprins între 10? si 15° cu pasul h' = 1°. 
Calculăm direct în tabelul 2.20 și diferenţele corespunzătoare. 


Tabelul 2.20 


жа | y = sin 2 | Ау | Aty | Азу | Aty 


15 0,258819 
0,083201 

20 0,342020 — 0,002603 
0,080598 — 0,000613 

25 0,422618 — 0,003216 0,000023 
0,077382 — 0,000590 

30 0,500000 — 0,003806 0,000032 
0,073576 — 0,000558 

35 0,573576 — 0,004364 0,000029 
0,069212 — 0,000529 

40 0,042788 — 0,004893 * 0,000040 
0,064319 — 0,000489 

45 0,707107 — 0,005382 0,000042 
0,058937 — 0,000447 

50 0,766044 — 0,005829 
0,053108 

55 0,819152 


Considerind diferenţele de ordinul patru, practic constante, formula de 
extrapolare in domeniul valorilor x < 2, va fi: 
z(z — 1) 


F(z, + zh) = yo + zA + ——— Ау + 


zz—1)2—2) aa 
2 БЫС" v А + 


z(z + 1)(z — 2)(2— 3) 
ме тайба BA абыл HAE Ay 
T 2.3.4 d 


Parametrul z trebuie sá ia valorile —0,2; —0,4; —0,6; —0,8 si —1,0: 


Pentru comoditatea calculului ne formám un tabel cu date intermediare 


Tabelul 2.21 


z(z— 1) 2(2—1)(2—2) :(2—1)2—2)(:2—3) 
Beg, [Ee 42-02-9008] 


= J, + (8 
у (2) Ау, 2 ° 6 ° 24 Аа ОФ 
a) [|o (3) (4) (5) (6) (7) 
14° | —0,2 | —0,0166402 | —0,0003124 | --0,0000539 —0,0000017 0,241922 
13° | —0,4 | —0,0332804 | —0,0007288 0,0001373 0,0000044 0,224952 
12° | —0,6 | —0,0499206 | —0,0012494 0,0002550 —0,0000086 0,207913 
11° | —0,8 | —0,0665608 | —0,0018742 0,0004119 —0,0000147 0,190811 
10° | 0,8| 0,0832010 | —0,0026030 0,0006130 0,0000230 0,173651 


Aplicarea formulei (2.86) in scopul extrapolárii conduce la erori mult 
mai mari decit in cazul cind aceastá formulá se utilizeazá pentru interpolarea 
inainte. Pentru a vedea precizia acestei formule de extrapolare putem verifica 
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cu ce precizie obținem valoarea funcţiei у = sin z pentru x = 0, adică pentru 
z — — 3 in acest caz avem 


3-4 3-4-5 


F(a, — 3h) = 0,258819 — 3-0,083201 — Ti -0,002603 + -0,000613 + 


р ` „5 Li $ 
d 2238 .0,000023 — 0,258819 — 0,249603 — 


A* 


— 0,0151618 -+ 0,000613 + 0,000345 = 0,000073. 


Vedem cá pentru o functie datá cu sase cifre exacte prin extrapolare la 
o distantá egalá cu 3h, rámin numai patru cifre exacte. 

Formula (2.86) de interpolare „inainte“ permite extrapolarea „înapoi“ 
prin schimbarea semnului parametrului z. Pentru a putea efectua extra- 


polarea „înainte“ adică pentru valori ale lui х > 2, trebuie să deducem 
o formulă de interpolare „înapoi“. 
Pentru aceasta vom considera funcţia de: interpolare 
Е(х) = by + b(x — z,) + b,(z — т„)(ж — En) 4 bs(z — т„)(® — ха): 
i s. — 22) (ж — т„)(@ — mi (2 а). а-а) А-А 
F balt — х„)(% — а-а) e (T — 23). (2.87) 
Ca in paragraful precedent avem : ' 
dacă z = z,; F(z) = y, = by, de unde b, = Yy (2.88) 
pentru х = 2,4; F(z) = ga, by + (у — а) = Yn — b,h 
de unde 
Bi. == Un — Ua-1 Ami (2.89) 
h h 
Analog obţinem : 
b, = Ia; == Un-i- Un-2 == A fag (2.90) 
2h* : 2n? 
ba E = (2.91) 
3hs 
| ENS TM (2.92) 
| An* 
Pentru un termen i oarecare : 
Fam x oL ow жї: 
io SERE Me APR A (2.93) 
ihi 
5 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 85 


Introducînd relaţiile (2.88) —(2.93) in formula (2.87) oB tinem: 


AŅn-1 А т — Ta ЖА 2 — Z, 0—57 


F(g) = у, + zn d 
T h 2 h y ki 
e Aaa „E — În ‚© Фу £ — Tun J A Ura a DR 
3 h h h 4 n 

„© = на T mr QU — Ta-3 Ls Ан QU cc bao 

h n h h 
T 23-2 T — Tı 

" 7 (2.94) 


Am ajuns astfel la a doua formulă de interpolare a lui Newton sub formula 
lui Newton de interpolare înapoi. Pentru a ajunge la aceeași formă ca în 
cazul formulei (2.86), introducem notația : 


2 — Za f : 
7 = 2 pr —|- ZR: (2.95) 
Celelalte rapoarte din formula (2.94) se exprimá in functie de parametrul z 
astfel : | 
£ — 23-1 20 — (23 — h) . 
CA ЖКН ыа 
h h i 
L— Zn- — (2, 2h à 
h h E 
XS—X,3 T — (z, — 3h) 
c MEI. = Ë 2.96 
h h=z4+ 3" "A vem 
r—zE z — z, — (n—1) 
ӨЕР... Жени... = 2—1, — (n — bh = z + HE 


h h 


Cu aceste notalii formula (2.94) devine: 


Р(х) = F(za + zh) = Ya + Араа + EED Ans MEER DN 
3 


z(z + 1)(z + 2)(z + 3) dd 


"Аз, з + ” e ml 
z(z 4- Dx 4 2)... —1 
+ „ЖЕЛ ——— An. (2.97) 


66 


Pentru interpolarea „înapoi“ parametrul z ia valori negative, jar pentru 
interpolarea „înainte“ parametrul z ia valori pozitive. ` | 

De exemplu, pe baza datelor din tabelul 2.15 sá calculám valoarea func- 
diei y = sin х pentru x = 60°. În acest caz z — 1 si sin 60° = 0,819152 + 
++ 0,053108 — 0,005823 — 0,000447 + 0,000042 = 0,8666026. 

Valoarea adevărată cu 5 cifre exacte se consideră sin 60° = 0,86603. 

După regulile de rotunjire obținem aceeași valoare prin extrapolare. 

Dacă însă calculăm pe baza formulei (2.12), sin 90° atunci z = 7 si in- 
troducind їп formula (2.97) avem: 

F(x, + zh) = p, + 7 Ayni + 28 A*y, s + 84 A*g, s + 210 A'ga-a = 

— 0,819153 -+ 0,371756 — 0,163212 — 0,037548 + 0,00882 = 0,998969. 


Eroarea relativă în rezultatul obţinut este 1,031-10-? adică cu aproximativ 
3 ordine de mărime mai mare decît eroarea relativă pentru datele din tabel. 
EXERCIŢII ȘI PROBLEME | 


2.1. Eroarea absolutá care se comite Ja măsurarea cu ajutorul unui micrometru este 
Ad = 0,01 mm. Efectuindu-se trei măsurări, se obțin rezultatele 


de = і mm 
d,— 5 mm 
da = 10 mm. 
Să se calculeze erorile relative procentuale si preciziile acestor măsurări. 
d =°2 ‚ 
В: бұ ad 0,01; 8p, = 8,-100% = 1% 
1 
d 0,01 
8,= BE e = 0,002 ; Šp: = 0,2% 
d, 5 
d 0,01 
$, = M. — = 0,001; Sas = 1% 
d, 10 


P, = 100; P,— 500; Р, = 1 000. 
Deci precizia este cu atit mai mare cu cit dimensiunea d măsurată este mai mare. 
2.2. Valoarea experimentală a vitezei luminii in vid este: 
c = (2,99796 + 0,00004) km/s 
iar viteza sunetului in aer la 0°С este 
v = (331,63 + 0,04) m/s. | 
Să se serie erorile absolute ce afectează valorile acestor vileze si să se stabilească care 
din aceste douá valori este mai precis cunoscută. 
R. Ac- 4 4.105 cm/s 
Av = + 4 cm/s. 
Erorile relative 
8e = 1,38.10—®; dv = 1,21:10-*. 
Preciziile 


Pe M hie 75 000 ; PES 
j Bc ` 
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Tabelul P.2.1 Deci, deși eroarea àbsolüti^Ac este mult mai 
mare decit ercarea absolută Av, viteza luminii 
oc P (kg m’) in vid este de aproape 10 ori mai precis cunoscută 


decit viteza sunetului, 
——— (E ANN 


5 999,992 2.3. În tabelul P.2.1 se indică densitatea 
10 999,727 apei pentru trei valori ale temperaturii. 
20 998,230 


Să sc slabilească precizia datelor din aceaslá 
tabelă. 
R. Eroarea absclută maximă este: 


Др = 0,001 kg,m? 


0,001 
Špo = —— —— = 1,1:107* . 
999,727 
p Hi = 10% 
8p 


Deci, din tabelul P.2.1, valorile densității apei sint cunoscule cu o precizie de = 106. Aceasta 
înseamnă că primele 5 cifre din numărul ce reprezintă densitatea e sint cifre exacte. 


2.4. Valoarea constantei gravitaționale Y se ccnsiderá 
Y = 0,67-107'! m?/kg.s?. 
Măsurările efectuate pentru obţinerea conslantei Y sînt afectate de diferite erori relative. 


valoarea medie a erorilor relative ale diferitelor măsurări este Sy = 8,107. 


Se pune problema dacă in aceste condiţii are sau nu sens să se calculeze valoarea ү cu 
mai mult de două zecimale. 


Eroarea absolută 
Ay = yòy = 6,67-0,008 = 0,05. 


Acest rezultat ne indică faptul că la nivelul actual de precizie a măsurărilor pentru con- 
stanta gravitațională y nu are sens să fic luate Їп considerare mai mult de două zecimale, deoa- 
rece deja a doua zecimală nu este exactă. Pentru ca să aibă sens indicarea valorii constante 
gravitaționale cu trei zecimale, trebuie ca precizia măsurări 


lor să fie mărită de cel puțin 10 
ori. ` 2 


2.5. Rezistenţele a doi rezistori sint: 
R = (150 + 2)0. 


R, = (350 + 3)Q. | 
Să se calculeze erorile absolute si relative in cazurile cind : 
а) rezistorii sint conectafi in serie; 
b) rezistorii sint conectati in paralel. 
R. a) Din formulele (2.20) si (2.21) rezultá : 
R,— R, + В, = 500 Q 
AR,— AR, + AR,= 5 Q 


AR, 5 


Din formula (2.42) eroarea absolutá in produsul R,R,-— 52 500 este: 


A(R,R.) = RAR: + RAR, = 350-2 + 150-3 — 1 150. 
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Eroarea relativà : 
A(R,R, : 1150 
RR, |. 52500 
Pe baza formulei (2.48) 
SR, = SRR) + BR, = 0,0319 
AR, = R,:8R, = 105-0,0319 = 3,35 Q. 


š(R,R.,) =. = 0,0219. 


2.6. Se măsoară densitatea mercurului cu ajutorul unui 
sistem de două vase comunicante (fig. P.2.1). În ramura 1 
a vasului se află apă, iar în ramura 2 mercur. Înălţimea h, 
a coloanei de apă si înălțimea h, a coloanei de mercur se 
determină cu o eroare absolulă Ah = 1 mm. În urma efec- Fig. P. 2.1. 
tuării măsurării se obțin valorile : 


h, = 68 mm, А, = 5 mm. 

Sá se calculeze eroarea absoluti Ape si eroarea relativă др, ce afectează valoarea den- 
sitátii mercurului, obținută în urma acestei măsurări. Se consideră că densitatea apei este 
р, = 1000 kg/ms, afectată de erori neglijabile, a 

R. Din condiţia 

p19lt, = psglt 
aflăm : 
pa =- р, = -ŠŠ 1000 = 13 600 кате. 
h, 5 
| 
Din formula (2.50) айайт: 


А z д кз сз + Ew = 13,6(0,2 + 0,0015) = 2,9 
h, h, h, h, 


Apa = piA Е = 2 900 Ка/т. 
h 


2 
8р, = 0,215. 
Deci rezultatul acestei măsurări trebuie scris, sub forma : 
pa = (13 600 + 2 900) kg'm’. 
Eroarea absolută mare, a acestui rezultat, se datorează faptului că înălțimea h, este de- 


terminată cu o eroare procentuală relativă foarte mare —20%. 
2.7. Coeficientul de dilatatie liniară se determină prin formula : 


1—1, 
GA ST pd 
LG — to) 


unde l, este lungimea barei la temperatura tọ, iar l este lungimea barei la temperatura t. | 
Sá se calculeze eroarea absolută si eroarea relativă care afectează rezultatul lo ning 
pentru coeficientul z, dacă lungimile | si l sc determină cu aceeași eroare absolută Al, iar tem- 
peraturile ї, si t cu aceeași eroare absolută At. 
R. Din formula 3.21 avem: 
A(L— l) = А+ Al= 2А! 


A(L— ly) At + At = 2At, 
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iar din formula: (2.50). 


a(i) [ep А06) ) | 1-5 (—2AL эму 
shl bes Bed lcs f, 


Deci 


da = A Frar 1—1, | 2А! + 2A). 
l(t — to) 1-1, 1—1, 


$i eroarea relativá 


2A1 2At 


до, = ` 
1—1, t— t, 


2.8. Viteza unui electron accelerat la o diferență de potential U este datá de formula 


2eU 
m 


D 
Să se calculeze eroarea absolută şi eroarea relativă la valoarea vitezei v obţinute, dacă 


О = 500 V iar eroarea absolută cu care se determină această diferență de potenţial este 
AU=2 V. | 


2. 1,602. 10-1. 500 2. 1,602. 500 
R. p= [mme 10* EET 1,2261-10? m/s. 


9,11-107?? 9,11 
Notám : 

2eU 
х= — 

m 

2e AU 2.1,602,10—19 
Ах:= = ..2 = 0,7-10, 

m 9,11-10-3: 


Din formula (2.58) ауеш: 
0,7-101* = 0,26-3-105 = 2,63:10* m/s 


Av = 0,002610? m/s. 
Deci viteza calculată trebuie scrisă sub forma: 


v = (1,3261 + 0,0026)-10? m/s 
Av 
др = — = 1,96.10—% x 2-107? 
v 
sau 
8v = 0,2%. 
2.9. Se măsoară densitatea mai multor lichide cu ajutorul sistemului de două vase co- 


municante (fig. P.2.1). Se cere să se indice capul de tabel ce trebuie pregătit înainte de înce- 
perea măsurărilor. 


R. 


Lichidul h, 
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| (mg 


2.10. Sá se indice capul de tabel care trebuie pregátit pentru efectuarea unei experienfe 
In care se urmăreşte să se arate că produsul dintre presiunea P şi volumul V ale unui gaz depinde 
liniar de temperatura absolută Т. 


R. 


T(K) p PV 


Nr. determinării tC 


а 


а 


2.11. Másurarea cáldurii specifice а unui corp solid se poate efectua introducind corpul 
solid de masă m, aflat la temperatura /,, într-un calorimetru in care se aflá apa cu masa М 
la temperatura /,. Dacă temperatura de echilibru este /, atunci căldura specificá c a meta- 


lului este: 
M(t — în) 
m(t, — t) 


a* 


Se cere : 

a) Să se indice forma tabelului de calcul necesar. 

b) Să se calculeze căldura specilică а aluminiului şi, respectiv, eroarea absolută Ac si 
eroarea relativă 82, dacă în urma măsurărilor au fost obţinute rezultatele : 


M = (250 + 0,2) g 

m = (62,31 + 0,02) g 

1 = (13,52 + 0,01)°С 

t, = (99,32 + 0,04)С 

t = (17,79 + 0,01)С. 
Căldura specifică a apei se consideră c, = 4 190 J/kg- grad. 


c) Care este eroarea determinantă în această măsurare ? 
R: 
a) 


b) С = 880,32 J/kg-grad. 
— M 1—1 Alt — t 
Ñas M(t 2(5 zi УАН дь А » o, (t. = 
m(t, — t) M m t — ly t, —t 
= 880,32[0,0008 + 0,0003 + 0,00047 + 0,0006] = 0,0064:880,32 = 5,63 J/kg-grad. 


m(t, — t) 


M m 


«je 


Deci, 
c = (880,32 + 5,63) J/kg. grad 
5, — 0,0064 — 0,6496. 


c) Eroarea determinantă este eroarea ce afectează diferenţa | — t. Aceasta se datorează 
faptului că valoarea absolută a diferenţei t — to = 4,27°G este mică si deci eroarea relativă 
0,47% mare. 
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=“ ü ——— mL. 


E 


2.12. În tabelul P.2.2 este dată dependența rezistivității sodiului (Na) de temperatură. A Trebuie avut grijă, în cazul extrapolării, dacă proprietățile materialului rămîn neschim- 
| | 7 bate. De exemplu, pentru Na, temperatura de topire este 07,&3°С. Deci este fără sens să se facă 
Tabelul P.2.2 i extrapolarea pentru t = 160°C. 
: i 1 ‚2.13 În tabelul P.2.3 se indică valorile pentru densitatea apei pentru unele valori ale 
°С 0 20 | 40 60 80 temperaturii t. 
| š i Tabelul Р. 2.3 
р:10-* Q-m 4,477 4,897 | 5,314 5,780 6,279 - Í 
| | 
LC | 10 21 22 23 24 25 
Se cere rezistivitatea р: 
ага, 762 . kg 
а) pentru 25°С; eÍ =: | 998,230 | 998,019 997,797 997,565 | 997,323 997,071 
b) pentru — 10°С: l 
c) pentru 90°C. | Să se calculeze densitatea apei pentru temperatura і = 22,7°C. 
R. Efectuám tabelul diferenţelor : R. Trebuie să vedem care este gradul polinomului de interpolare. 


rc | e*10*Q0«m | Ар | Mo Азр С | е | Ар | Аз 
| 
i | | 20 998,230 ' 
0 4,477 i —0,211 
0,402 21 998,019 —0,011 
20 4,879 0,033 —0,222 
І —0,002 22 997,797 —0,010 
0,435 —0,232 
40 5,314 0,031 23 997,565 —0,010 
0,466 --0,002 | —0,242 | 
.. 0,033 24 997,323 —0,010 
60 5,780 0,499 —0,252 


80 6,279 | 25 997,071 


Deci, in acest domeniu, densitatea apei depinde de temperaturá sub forma unui polinom 


Vedem cá dependenta rezistivitátii p de temperaturá, pentru Na, poate fi scrisá sub forma 
Я de gradul doi si deci 


р) — a + bt + с. 


0,7-0,3 
Deci efectuăm o interpolare parabolică : p(22,7°C) = 997,797 — 0,7-0,239+ UN *0,01. 
: ` 0,435 0,031 | 
p(25*0) = 4,879 + — = 5+ AN -5(—15) = 4,879 + 0,109 — 0,003 De unde, 


p(22,7*C) = 997,636 kg/m’. 


e(25?C) = 4,985-107* О.т. 
2.14. În scopul etalonárii unui dinamometru se determină greutățile mg astfel încii 


b) Din formula (2.86): | indicaţiile N pe scara gradată să fie 0,5, 10, 15, 20... Rezultatele unei astfel de etalonărt 


3 sînt indicate in tabelul P.2.4. 
e( — 10°С) = 4,477 — 0,5-0,402 + — -0,033. 
8 


Tabelul P.2.4 


Deci : 
p(—10*C) = 4,288-107* О.т. | N | o | 5 | 10 | 15 20 | 25 | 30 | 35 | 40 
Pe baza formulei (2.94), avem: | 
р(90°С) = 6,279 + 0,5-0,499 + 0,033 0,5-(1,5) m (kg) | 0 4,87 | 10,52 | 17,24 | 25,34 35,16 46,97 61,09 77,88 
2 zd 
вап. 
Sá se stabilească gradul polinomului care indică dependenţa masei corpului de numá- 
p(90*) = 6,739-107* О.т. rul N al diviziunilor de pe scara dinamometrului. 
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R. Pentru stabilirea gradului polinomului trebuie să alcătuim tabelul diferenţelor. 


N | m ' | A(m) | Ат | Am | A'm 
0 0 
4,87 
Б] 4,87 0,78 
5,65 0,29 
10 10,52 1,07 0,02 
6,72 0,31 
15 17,24 1,38 0,03 
8,10 0,34 
20 25,94 1,72 — 0,05 
9,82 0,29 
25 35,16 1,99 0,03 
: 11,81 0,32 
30 46,97 2,31 0,01 
14,12 0,33 
35 61,09 2,64 
16,76 
40 77,85 


Vedem că diferenţele de ordinul trei sînt practic constante. Oscilaţiile acestor valori se da- 
torează erorilor experimentale. Deci dependenţa greutății mg de numărul diviziunilor de pe 
scara dinamometrului este sub forma unui polinom de gradul 1геї. 


mg = а + bN + cN? + NS, 


REPREZENTAREA DATELOR 
PRIN GRAFICE 


În fizica experimentală se utilizează foarte des reprezentarea prin grafice 
a datelor obţinute în urma efectuării unor măsurări. Dacă, de exemplu, 
se măsoară valorile mărimii у pentru diferite valori ale mărimii z, se obţin 
perechile de valori 


Lo 2, Ta a.i (3.1) 


Yo Ui Уг Hs: Un 


Pentru reprezentarea graficá a datelor (3.1) se utilizează, cu foarte 
puţine excepții, sistemul obișnuit de coordonate rectangulare. Pe o axă ori- 
zontală numită axa absciselor se reprezintă, la o scară aleasă, valorile zo 
X4, Lasi.» X4, iar pe о altă axă, numită axa ordonatelor se reprezintă valorile 
funcției y = у(х), adică Jo Yo Jo -+o Yn (fig. 3.1). 

Intersecţia perpendicularelor pe axa absciselor în punctele zy, 01, 25... 
cu perpendicularele pe axa ordonatelor în punctele yo; Yo Jo... Se repre- 
zintă prin punctele pe graficul respectiv. 

Putem desigur reprezenta mărimea pe axa ordonatelor şi mărimea y 
pe axa absciselor. Se indică însă ca întotdeauna ре axa absciselor să se re- 
prezinte mărimea independentă adică mărimea ale cărei valori sînt alese 
de experimentator, iar pe axa ordonatelor să se reprezinte mărimea mă- 
surată. Se mai spune că pe axa orizontală trebuie reprezentată cauza, iar pe 
axa verticală efectul. 

De exemplu, dacă măsurăm intensitatea curentului anodic pentru o 
triodă I,, în funcţie de tensiune pe grilă U,, în cazul în care tensiunea ano- 
dică U, se menţine constantă, vom reprezenta tensiunea pe grilă U, pe axa 
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Xo X X» X3 x 


Fig. 3.1. 


absciselor si intensitatea curentului 7, pe axa ordonatelor. Aceasta deoarece 
valorile U, pentru care se efectuează măsurările se pot alege arbitrar, dar 
intensitatea curentului anodic depinde funcţional de tensiunea de grilă. 

Deci, prin reprezentarea grafică a datelor experimentale, fiecărei perechi 
de valori (x; у;) îi corespunde un punct pe graficul respectiv. Aceste perechi 
de valori sînt însă reprezentate într-un tabel în care au fost trecute în pro- 


cesul de efectuare a măsurărilor. Se poate pune întrebarea de ce este nece- 
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Sară reprezentarea graficá dacă dispunem de tabele corespunzătoare pentru 
perechile x; y; pentru datele experimentale respective. Desigur cá repre- 
zentarea datelor prin tabele este o etapă absolut necesară, deoarece dacă 
nu dispunem de tabele nu putem trece la reprezentarea grafică. Reprezen- 
tarea datelor prin grafice reprezintă o etapă, în procesul de prelucrare a date- 
lor ваге succede reprezentarea prin tabele si prezintă unele avantaje față 
de aceasta. 


3.1. UNELE AVANTAJE ALE REPREZENTĂRII DATELOR 
PRIN GRAFICE 


Vom încerca să scoatem în evidenţă unele aspecte mai importante care 
indică avantajele reprezentării datelor prin grafice. Desigur, că aşa cum am 
mai subliniat, nu se poate vorbi de avantajele reprezentării datelor prin 
grafice faţă de reprezentarea acestor date prin tabele, deoarece întotdeauna 
reprezentarea grafică se face pe baza unui tabel. Deci nu putem pune pro- 
bleina alegerii între reprezentarea datelor prin tabele sau prin grafice. Se 
pune însă problema avantajelor pe care le obținem dacă, pe lîngă reprezen- 
tarea datelor prin tabele utilizăm si reprezentarea acestor date prin grafice, 

Să ilustrăm unele dintre aceste avantaje : 

a) Reprezentarea datelor prin grafice permite stabilirea unor caracte- 
ristici ale dependenţei mărimii y de mărimea x, care nu pot й determinate 
dacă ne limităm numai la reprezentarea primei tabele. Astfel, putem stabili 
cu: aproximaţie punctele de intersecţie ale curbei experimentale cu аха ab- 
sciselor sau axa ordonatelor, maximale şi minimale, punctele de inflexiune, 
panta curbei experimentale, caracteristicile de periodicitate în şirul de date 
experimentale. Aceste caracteristici se pot trece cu vederea în examinarea 
tabelelor sau se pot pune în evidenţă numai după o examinare foarte atentă. 

Să considerăm următorul exemplu. Prin iradierea unui metal cu unde 
electromagnetice de diferite frecvenţe v, se emit electroni a căror energie 
maximă E,,, depinde de frecvenţa v. Această proprietate este cunosculă 
sub numele de efect fotoelectric. 

În figura 3.2 se indică dependenţa energiei maxime a fotoelectronilor 
emisi in urma iradierii suprafeței molibdenului cu unde electromagnetice de 
diferite: frecvențe. Desigur, că datele obţinute în procesul de măsurare sint 
trecute într-un tabel. Reprezentarea grafică a acestor date ne permite să 
tragem unele concluzii suplimentare : 

— dependenţa energiei. „maxime Е да de frecvenţă v a undelor electro: 
magnetice este liniară ; 3 
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— dreapta intersectează axa absciselor in punctul in care frecvenţa v 
are valoarea v, = 10,5.101# Hz. Pentru această frecvenţă energia electronilor 
este zero, deci efectul fotoelectric poale avea loc numai dacă frecvența v а 
undelor electromagnetice este mai mare decit frecvenfa de prag vo: 

— putem calcula panta dreptei în figura 3.2. 


BC 
AB! 


(3.2) 


Segmentul AB = 100 mm, dar 1 mm reprezintă 0,1-10! Hz, deci AB = 
= 10-104 Hz. 

Pe axa ordonatelor segmentul BC = 133 mm, iar 1 mm reprezintă 
(1/20)-10-!? J, deci BC = 6,05-107? J si 


6,65-10- J 
10-10% 1/5 


tg 9 = — 6,65 -10-9* J.s. (3.3) 
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Fig. 3.3. 


Studiul experimental al efectului fotoelectric агаїй са panta dreptei nw de- 
pinde de natura metalului, deci reprezintá o constantá universalá cunoscutá 
sub denumirea de constanta lui Planck (h). Vedem deci cite informaţii utile 


putem obtine din reprezentarea graficá a datelor experimentale. 


b) Reprezentarea datelor prin grafice permite efectuarea rapidá a inter- 
polării. Desi prin interpolarea grafică obţinem valori mult mai putin precise 
decit prin aplicarea formulelor lui Newton, această metodă prezintă avantaje 
datorită simplităţii sale. 

De exemplu, in figura 3.3 este reprezentată dependența temperaturii de 
fierbere a apei funcție de presiune, după tabelul 2.18. Unind punctele experi- 
mentale, obținem curba experimentală. Dorim să aflăm temperatura de fier- 
bere a apei la presiunea р = 0,5 atm = 380 mm col Hg. Ducem din acest 
punct o perpendiculară pe аха abscisei, iar din punctul de intersecție al 
acestei perpendiculare cu curba experimentalà ducem o perpendiculará pe 
axa ordonatelor. Obtinem temperatura / = 81,5?C. Utilizind interpolarea 
parabolicá am obţinut / = 81,6°С. Vedem că, dacă prin punctele experimen- 
tale {тесе o curbă suficient de netedă interpolarea gratică furnizează rezultate 
destul de precise. Precizia acestei metode este determinată în mare măsură de 


alegerea scării pentru reprezentarea datelor pe abscisă, respectiv pe ordonată. 


с) Poate că unul din cele mai importante avantaje furnizate de repre- 
zentarea datelor prin grafice îl constituie faptul că această reprezentare ne 
permite ca „dintr-o singură privire“ să avem о imagine intuitivă asupra 
dependenţei funcţionale a mărimii y de mărimea х. Astfel, din reprezentarea 
grafică a datelor din tabelul 2.11 (fig. 3.4), vedem imediat că puterea disipată 
în circuitul exterior este maximă pentru o valoare anumită a rezistenței 
exterioare Rọ că această putere scade destul de repede dacă valorile rezis- 
tenlei R se îndepărtează de R, De asemenea, vedem că scăderea puterii di- 
sipată în rezistența exterioară nu este simetrică faţă de valoarea R = R, 
ci scăderea este mai rapidă pentru R < R, si mai lentă pentru R > R, 

Fárá îndoială că astfel de reprezentări intuitive erau mult mai greu 


de obținut dacă ne limităm numai la reprezentarea datelor prin tabele. 


d) Reprezentarea datelor prin grafice ne permite să ne dám mai bine 
seama dacă datele obținute experimental conduc sau nu la o dependenţă 
teoretică cunoscută. Putem avea domenii ale valorilor argumentului în care 
datele experimentale se abat substanţial de la o dependenţă teoretică con- 
siderată, iar în alte domenii datele experimentale sînt în concordanţă cu 
formula respectivă. 
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Юз exemolu, studiu! curgerii laminare a lichidului printr-un tub (fig. 3.5) ne conduce 
la concluzia că viteza p de curgere a fluidului depinde de căderea de presiune pe unitatea de 
lungime, de raza r, a tubului, de distanţa г la axa tubului si de coeficientul de viscozitate 


v= ——— (r ri). (3.4) 


Fig. 3.5. 


6 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 81 


Viteza maximă pentru r = 0 este 


t D mas = Anl n, (3.5) 
iar viteza medie este TNT 2 
D. В бааа bus (3.6) i 
| m Sxl в i) "оу | 
š Contorm acestor formule, viteza de curgere a lichidului printr-un tub este proporţională cu uu - ДЕН ! 
factorul ` ШЕШ ШИШ i 
e HHRH Š ii 

£ Hl Н 

Е H | 


Р, — Pe AP 


à 3.7 Sev | p 
l l Do EE E ud | 


Coeficientul de viscozitate m caracterizează forța de frecare, ce apare prin deplasarea | 
relativă a două straturi de lichid sau de gaz. Forța de frecare este proporţională cu variația К i Ë | 
vitezei pe unitatea de lungime a razei tubului, iar factorul de proportionalitate este coeficientul i i E pup | 

i | 


; de viscozitate 7. 
i i 
AV á E t ШШЕ Г 
| i UTERINE RENI Hm 
Ar HEH HR [ШЕ ЕШ Шш ү i 
ЧЕ pe 


Е= т 


În SI, coeficientul de viscozitate m se măsoară în kg (m:s). ji fiii Pn 
jn tabelul 3.1 se indicá rezultatele experimentale obfinute de Reynolds privind depen- š Hl i ШЕШШ 
denta vitezei medii de curgere а fluidului printr-un tub, de cáderea de presiune pe unilatea s I d || 
de lungime: Ë Ë ШШ i 
Tabelul 3.1 i š ШЕН 
Hi 


— _ ———————— ———-—_-_—-_-—— 


АРЛ (N/m?) Vm (mm/s) AP/l (N/m?) Um (mm/s) i i 


7,8 35 78,3 245 p В i H 
15,6 65 86,0 258 i I H: 
23,4 78 87,6 258 ШТ. 
31,3 126 93,9 271 i p | 
39,0 142 101,6 277 
46,9 171 109,6 284 HS 
54,7 194 118,0 290 i 5 
62,6 226 
| Men d co RU dal Tod lt 087 =т= e e RUPEE 


Datele din tabelul 3.1 sînt reprezentate grafic în figura 3.6. Vedem că pentru valori mari 
ale căderii de presiune pe unitatea de lungime nu se mai respectă dependenţa liniară din for- 
mula 3.6. 

Aceste observaţii 1-ги condus pe Reynolds Ja descoperirea că formula 3.6 este valabilă, 
numai dacă o anume mărime, care azi este cunoscută sub numele de numărul lui Reynolds i 


este mai mică de 2 300 i i 
n" + 


2г„р2 ü 
= E. (3.8) i | 


Ш ү 


unde p este densitatea fluidului. 
Vedem că reprezentarea grafică si observarea unor neconcordanfe cu formule cunoscute in ii 


pot conduce la descoperirea unor noi fenomene. z Еа. 3.6.:' 
e) Un alt avantaj al reprezentárii datelor prin grafice il constituie si 

faptul cá din graficul dependenţei mărimii y de mărimea x, putem sá ne dám 

seama, cu o anume aproximatie, care ar fi formula empiricá cea mai 


i Ë ti iti i pazit ` 


82 


iat indicată prin care am putea 
aproxima curba experimentală 


obținută. 


- De: exemplu, “reprezentind 
grafic datele. din tabelul 2.13 
(fig. 3.7) putem considera că ten- 
siunea electromotoare 4р de- 
pinde aproximativ liniar de dife- 
uo ul renta. де: temperatură £C, iar 
sii | dacá dorim rezultate mai precise 
i putem considera un polinom de 
Du gradul doi. 


Din figura 3.8, care repre- 
i zintă datele din tabelul 2.6, ve- 
Fig. 3.7. dem că distanţa s depinde para- 

bolic de timpul f£. 
Se pot desigur enumera si alte avantaje ale reprezentării datelor 
prin grafice. Considerăm însă că avantajele indicate, sînt suficiente pen- 
tru a пе da seama de rolul graficelor în fizică și în știință, in general. : 


3.2. GRAFICE CALITATIVE ȘI CANTITATIVE 


În paragraful precedent am arătat că prin grafice 'se reprezintă da- 
tele conţinute într-un tabel care reprezintă rezultatele unor măsurări 
sau ale unor calcule. Astfel 
de grafice sînt grafice 
ШШ cantitative deoarece pe 
axele de coordonate se re- 
p prezintá valorile márimilor 
0 0 0 x şi y. Există însă posibili- 
Ee 2 tatea reprezentárii grafice a 

i dependenţei mărimii y de 
j mărimea z fără a dispune 
de tabele cu datele numerice 
privind valorile mărimilor y 
şi x. Asemenea grafice se 
numesc grafice calitative de- 
oarece ele indică numai din 
punct de vedere calitativ 
dependența mărimii y de 


UE 


E à p i mărimea zr. 

E. i Graficele calitative pre- 

| à zintá o deosebitá impor- 
Fig. 3.8. tantá in descrierea unor 


procese sau fenomene fizice. Ele se 
folosesc foarte des in manuale pentru 
a ilustra intr-un mod cit mai intuitiv 
posibil unele procese sau fenomene 
fizice. 

Să dăm citeva exemple de grafice 
calitative. 

În figura 3.9, se reprezintă cali- 
tativ dependenţa între alungirea rela- 
tivă e si efortul unitar c. Din acest 
grafic se vede cá există un domeniu 
în care dependenţa între c si e este 
liniară, domeniu care corespunde legii 
lui Hooke. Pentru un efort unitar 
mai mare decit o valoare specifică, 
pentru fiecare, material dependenţa 
liniară nu mai este respectată. 

Graficul din figura 3.10 indică cali- 
tativ pentru procese fizice în planul p, У. 
Privind acest grafic, rămînem cu о re- 
prezentare intuitivă a acestor procese; 
de exemplu, trebuie amintit cá adiabata este mai înclinată decît izoterma. 

În figura 3.11 este indicată dependenţa de timp a temperaturii unui 
corp solid. Din acest grafic rezultă cá pe porțiunea 1—2 temperatura 0 crește 
cu timpul, iar din momentul cînd se atinge temperatura de topire 0,, tempe- 
ratura rămîne constantă pînă cînd întreaga masă a corpului solid se trans- 
formă în lichid; apoi temperatura crește din nou cu timpul. 

Graficul calitativ din figura 3.12 indică dependenţa rezistenței R de 
temperatură, pentru metale și pentru semiconductori. Se vede că în timp 
ce pentru metale rezistența R creşte practic liniar cu temperatura, în cazul 
semiconductorilor rezistența scade o dată cu creșterea temperaturii. 

În figura 3.13 se arată calitativ modul de variaţie a masei unei particule, 
în funcţie de viteză. Se vede, că pe măsură ce viteza v a particulei se apropie 
de viteza luminii în vid с, masa corpului tinde spre infinit. 

Din exemplele enumerate rezultă că graficul calitativ furnizează o reprezen- 
tare clară, intuitivă privind modul de dependenţă între diferite mărimi fizice. 


Fig. 3.9. 


3.3. UNELE INDICAȚII PRIVIND PREZENTAREA DATELOR 
PRIN GRAFICE 


Pentru ca reprezentarea grafică a datelor experimentale să Пе cit mai 
clară se recomandă să se ţină seamă de unele indicații. 

a) În primul rînd trebuie aleasă corespunzător hirtia ce urmează a fi 
utilizată pentru reprezentarea grafică. De cele mai multe ori se foloseşte 
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hîrtie milimetrică obişnuită, cu scări liniare pe ambele axe. Dacă însă argu- 
mentul sau funcţia conţin valori care diferă foarte mult între ele, atunci, 
reprezentarea pe hirtie milimetrică obișnuită este practic imposibilă. De 
exemplu, dacă funcţia y conţine valori de la 0,1 la 1 000, aceste valori nu pot 
fi reprezentate pe hîrtie milimetrică deoarece dacă se atribuie valorii 0,1 un 
milimetru pe grafic, ar trebui ca axa ordonatei să fie de cel puţin 10 m. În 
aceste cazuri se utilizează hîrtie semilogaritmică pe саге una din axe este 
divizată la seară logaritmică. 

b) O altă problemă importantă pentru asigurarea unei reprezentări 
grafice cit mai intuitive este alegerea scării corespunzătoare atit ре аха 
absciselor cît si pe axa ordonatelor. 

De exemplu, trebuie să reprezentăm grafic datele din tabelul 3.2. 


Tabelul 3.2 


ES 60 | 65 | 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 9,5 10 


y 38 49 58 73 86 101 116 132 150 


În figura 3.14, a, datele din tabelul 3.2 sint reprezentate grafic consi- 
derînd аха x de la zero. Prin aceasta se îngreunează obţinerea de informaţii 
intuitive privind forma dependenței y de x. Se recomandă ca atunci cînd 
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Fig. 3.15. 


valorile variabilei x încep de la un număr: oarecare, acest număr să fie re- 
prezentat cît mai aproape de originea axei respective. Graficul 3.14, b este 
mult mai clar decît cel din figura 3.14, a. js 
Scara pe axele de coordonate trebuie aleasă cît mai simplu posibil. Este 
foarte bine dacă 1 cm de pe grafic corespunde unei unităţi oarecare pentru 
mărimea măsurată. Prin unitate înţelegem 0,1; 1; 10; 100 etc. Este destul 
de comod şi cînd 1 cm corespunde la 2 sau 5 unităţi. 
| c) Indicatiile pe axele z si y trebuie sá fie cit mai simple айїсй cu cit 
mai putine cifre. De regulá indicatiile pe axe nu trebuie să conţină numere 
cu mai mult de două cifre: 0,1; 0,2; 0,3;...; 1,0; 2,0; 3,0 NE .5 10; 20; 
30 2: .. Dacá numerele sint mai mari trebuie indicat un factor ja sfirsitul 
axei alături de unităţile de măsură, ca în figura 3.3 pe аха т. 
d) Pe fiecare axă trebuie să se indice denumirea sau sinboli mărimii 
reprezentate pe axa respectivă şi în, mod obligatoriu, unitățile de măsură. 
e), Dacă. punctele experimentale, datorită erorilor de măsurare nu se 
aşază pe, o curbă netedă este recomandabil să se traseze o curbă printre 
puncte ca in figura 3.15, b, si nu prin punctele experimentale ca în fi- 
gura 3.15, a. Prin aceasta se obţine o mediere a erorilor de măsurare. 
f) In cazul in care se pot aprecia erorile absolute comise prin efectuarea 
unor măsurări, reprezentarea grafică trebuie să indice erorile respective. 
Acest lucru este necesar, in special dacă erorile absolute sint diferite pentru 
diferite valori ale funcției y, adică atunci cînd valorile funcției y au fost 
E m prin măsurări de precizii diferite. Erorile absolute se indică pe giatie 
ca in figura 3.16. Din fiecare punct experimental se duce o linie verticală 
de lungime egală cu eroarea absolută transpusă în unităţile corespunzătoare 
scării alese pentru funcţia y. : | 
[n 8) Dacă pe un grafic se reprezintă modul de variaţie al unei mărimi 
fizice b functie de altá márime, pentru mai multe materiale atunci punctele 
experimentale trebuie indicate cu semne diferite. De obicei se folosesc semne 
са: + X. hO O etc. б 


3.4, SCĂRI FUNCȚIONALE 


Aşa cum s-a mai amintit, nu întotdeauna este posibil ca valorile obţinute 
experimental să fie reprezentate grafic la scară liniară (sau omogenă). În 
astfel de situaţii trebuie ca mărimea z sau y, iar uneori ambele, să fie ге- 
prezentati pe axe gradate neomogen. Din aceste motive au fost introduse 
scări speciale care se numesc scări funcționale. . | 

În principiu scárile functionale se construiesc în felul următor: presu- 
punem că avem o dependenţă oarecare у = f(x) şi cunoaștem valorile funcţiei 
Yo Yv Jv -.. corespunzătoare valorilor argumentului zy 2j, x»... Valorile 
funcţiei y se reprezintă pe o axă AB începînd cu un punct oarecare 0 


90 


(fig. 3.17). Fiecare indicație a valorii funcţiei se notează nu prin valoarea 
funcţiei respective ci prin valoarea argumentului z corespunzător. Obtinem 
astfel o scară funcţională gradată neomogen dar numerotarea segmentelor 
respective se face uniform ca în cazul scărilor omogene. Pentru a putea re- 
prezenta valorile funcţiei y pe axă trebuie să alegem un segment de pe axă 
ca unitate de măsură pentru funcţia y. Segmentul luat drept unitate pentru 
funcţia y se numeşte modulul scării funcţionale respective si îl-notăm prin р. 
Modulul scării se determină relativ simplu. Presupunem că valorile funcţiei 
sint Jo Yi Yie Js Şi dorim să le reprezentăm pe о axă de lungime 
l == N mm. Originea axei putînd îi arbitrară ne interesează numai diferența 
Yu — Yo. Modulul р trebuie ales astfel încît pe distanţa de N mm să se cu- 
prindă această diferență adică : 


TN н. ; (3.9) 


Уһ — Yo 
Acest raport poate fi un număr zecimal si cum nu este indicat să utilizăm 
fracțiuni de mm, se ia primul număr întreg mai mic decît cel obținut prin 
raportul (3.9). De aceea relaţia (3.9) se mai serie sub forma 


ш < 5088 (3.10) 


Уһ — Уо 
Semnul egal corespunde cazului cind acest raport este un număr întreg, 
iar semnul mai mic cazului cînd raportul este un număr zecimal. 
În acest fel putem construi scări funcţionale pentru orice fel de depen- 
dente у = f(x). Să luăm de exemplu 


y = sin z. (3.11) 


Luàám din tabele valorile sin x rotunjite la două zecimale (tabelul 3.3). 
Tabelul 3.3 


0° 10° 20° 30* 40° 50° 60° 70° | 80° 90° 


y 0,00 | 0,17 | 0,34 0,5 0,77 0,87 0,94 0,98 


| ` ![ | kan Ор EET M RR 


0,64 


Dacá aceste valori dorim sá le reprezentám pe o axă de lungime l = 
== 200 mm, atunci 


200 
u =—= 200. 


1—0 


Deci 0,1 corespunde la 20 mm, iar 0,01 la 2 mm. 
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Fig. 3.18. 


Scara funclionalá pentru funcția (3.11) este reprezentată în figura 3.18. 

O scară funcțională astfel obținută ne permite să ne dăm seama de com- 
portarea funcţiei pe un interval oarecare. În domeniile unde indicaţiile pe 
scara funcţională sint mai rare, funcţia crește (sau scade) mai rapid decit 
în domeniile unde indicaţiile pe scară sint mai dese. Funcţia pentru care 
se poate construi o scară funcțională trebuie să fie continuă si monotonă 
pe intervalul ales. 


Ideea construirii scărilor funcționale stă la baza realizării diferitelor 
tipuri de rigle de calcul. Pentru efectuarea unor calcule rapide şi destul de 
precise ne putem construi singuri „rigle“ de calcul pentru diferite operaţii, 
De exemplu, dacă dorim să avem la îndemînă un grafic după care să cal- 
culăm funcția у = sin x, atunci este recomandabil ca pe scara funcțională 
din figura 3.18 să includem si valorile 5°, 15%... Püstrind același modul al 
scării ca în figura 3.18 si luînd valorile corespunzătoare dintr-un tabel obţinem 
scara functionalà din figurile 3.19, a. : E 

În tabelul 3.4 sint reprezentate datele indicate pe scara funclionalá 
din figura 3.19, а. 


Tabelul 3.4 


z 0° 5° 10° | 15* | 20° | 259. | 30° 35°. 40° 45°: 
y 0 | 0,09 | 0,17 | 0,26 | 0,34 | омо | 0,5 0,57 0,64 | 0,71 Е 
у (тт) 0 i 18 34 52 68 84 | 100 114 128 — 
z 50° | 55° | 60° | 65° | 702 | 75^ | 80° 85° 90° 
y 0,77 | 0.82 | 0,87 | 0,91 | 0,94 0,97 0,98 0,996 1,0 
у (mm) | 154] 164| 174] 182| 188| 194 | 196 199 200 


Paralel cu scara funcţională a) se construieşte o scară uniformă b) pe 
care se indică valorile funcţiei păstrînd valoarea modulului de scară stabilit. 
Astfel, în figura 3.19 avem o riglă de calcul pentru y = sin z sau z = arc sin y. 
Între indicaţiile dintre ambele scări. se poate folosi interpolarea liniară. 
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Fig. 3.19. 


In practica actualá de prelucrare a datelor experimentale un rol deosebit 
îl are utilizarea scării logaritmice, adică a scării funcţionale în care se re- 
prezintă dependenţa : 

у = lg z. (3.12) 

În tabelul 3.5 sînt indicate valorile funcţiei у pentru z = 1, 2,...,10 


Tabelul 3.5 


z 1 2 3 4 5 5 7 | 8 9 10 
a reg BS pl De DLC JP мн ra зы „ш 1 
D 0 0,30 | 0,48 | 0,60 | 0,70 | 0,78 0,84 | 0,9 0,95 1 


Este comod să reprezentăm aceste date ре un segment de dreapta de 
lungime L = 100 mm. Modulul de scară їп acest caz va бр = 10 mm (fig. iis £ 

Proprietatea deosebită a scării logaritmice constă in faptul с diyizin. 
nile pe această scară se repetă dacă in loc de intervalul 1—10 luăm in- 
tervalul 10—100 sau 100 —1 000 etc. (tabelul 3.6 si 3.7). 


Tabelul 3.6 

» 10 20 30 40 50 60 70 | 80 | 90 100 

lgx 1 1,40 | 1,48 | 1,60 | 1,70 | 1,78 1,84 | 1,90 1,95 2 
Tabelul 3.7 

| х 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 700 800 900 1 000 
pa C kes Cs baha l sas nur 2 лї чта L ще ——— 
lg x 2 2,30 | 2,48 | 2,60 | 2,70 | 2,7 2,84 2,90 2,95 | 3 | 

П i 


- Vedem cá în toate cele trei tabele diferenţa dintre valorile extreme ale 
funcţiei este aceeași (egală cu 1). 
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Deci în loc decifrele 1, 2,..., 10 
în figura 3.20 putem serie 10, 20,30, : . ., 
100 etc. 

Utilizarea scárilor logaritmice per- 

Fig. 3.20. mite restringerea axei pe care se repre- 
zintă o mărime fizică oarecare. 

Putem lua mai detaliat valorile de pe axa logaritmică. În acest scop 
folosim datele din tabelul 3.8 luate dintr-o tabelă obișnuită de logaritmi. 
Ca si în tabelele de mai sus efectuám operaţia de rotunjire la două zecimale. 


Tabelul 3.8 


x 1,2 1,4 1,6 1,8 2,2 2,4 2,6 2,8 
lg x 0,08 0,15 0,20 0,26 0,34 0,38 0,41 0,45 
+] 3,5 4,5 5:5 6,5 7,5 8,5 9,5 
Ig x 0,54 0,65 0,74 0,81 0,88 0,93 0,98 


Reprezentînd datele din tabelul 3.8 pe axa logaritmică păstrînd datele 
din tabelul 3.5 si acelaşi modul de scară obținem figura 3.21. 

În figura 3.22 este indicată o ,riglá^ de calcul pentru lg x. Cu această 
viglă putem calcula logaritmul oricărui număr, cu oricite zecimale. Inter- 
polarea pe axa logaritmicá intre indicatiile respective se poate face liniar. 

Astfel, lg 3,3 = 0,52 ; Ig 33 = lg 3,3 + 1 = 1,52... 1g 0,33 = lg 3,3 — 1— 
== — 0,48. ^ 

Pentru a ne da seama mai bine de avantajul scárii logaritmice sà reve- 
nim la dependenta temperaturii de fierbere a apei de presiune. Їп tabelul 3.9 


Tabelul 3.9 


p mm col Hg 1,8 64 9,2 17,5 31,8 55,3 92,5 
PG —10 0 10 20 30 40 50 
p mm col Hg 149,4 233,7 355,1 525,8 760 1074,3 1 489,14 
°С 60 70 80 90 100 | 110 | 129 
Hn ИНЕ 
š | 
BH HH 
H inn 
i dl i: Ë 
i ii i 
Fig. 3.21. Fig. 3.22. 
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ES 


pu 


Fig. 3.23. 


:se indică valorile temperaturii de fierbere £ pentru un domeniu larg de pre-* 
'siun e. - i 


Vedem că presiunea variază într-un domeniu foarte larg, adică raportul 
dintre presiunea maximă şi presiunea minimă din tabelul 3.9 este = 750. 
Deci chiar dacă am considera 1 mm pe grafic corespunzător la 2 mm col Hg, 
tot am avea nevoie ca axa absciselor să fie de = 75 cm. O asemenea repre- 


zentare gralică este incomodá, de aceea se indică utilizarea scării logarit- 


mice pentru abscisă. În figura 3.23 se indică dependenţa temperaturii £C 
de presiune luîndu-se scara logaritmică pe axa absciselor. Punctele corespun- 
zătoare se indică prin O. Pe acelaşi grafic se reprezintă dependenţa 1/T de 
presiune, punctele indicîndu-se prin semnul []. Se vede că 1/T depinde 
practic liniar de lg p. Desigur se găsesc hirtii logaritmice trasate mult mai 
precis decit cea gradată manual în figura 3.22. Am dorit să subliniem faptul 


„că la nevoie ne putem construi singuri scări funcţionale pentru orice de- 


pendentá y = f(x). 
EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


3.1. În figura Р.3.1. dreptele (A), (B) si (C) reprezintă dependenţa de limp a vitezelor 


` mobilelor A, В si C. 


Se cere ca, pe baza acestui grafic, să se indice modul de mişcare pentru fiecare dintre 
cele trei mobile. 


3.2. În tabelul P.3.1 se indică datele cbtinute pentru perioada unui pendul elastic în 
funcție de masa m а pendutului. 


Tabelul P.3.1 


mg) | 10 | 15 20 | 25 | 30 35 40 45 50 


T(s)| 0,63 | 0,77 | 0,88 1,17 1,26 1,33 1,40 


Se cere să se reprezinte grafie datele din tabelul P.3.1 si să se aleagă o scară funcţională 
corespunzătoare astfel încit reprezentarea grafică a perioadei T în funcţie de masa m să fie 
liniară. 

В. Reprezentarea grafică T = f(m) este dată în figura P.3.2. Se vede că această de- 
pendentá nu este liniară. După forma curbei, se poate presupune că perioada Т depinde de 
Үт. Va trebui deci să încercăm o scară funcţională de forma T = ГҮ(т). 


Tabelul P.3.2 


m 10 15 20 25 | 30 | 35 | 40 | 45 


m | 3,16 | 3,87 | 4,47 
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„Din figura P:3.3. se vede că ipole; Š i i i i I 
ы ТШ poleza X; NN perioadei: pondutulviy estie liniar de 
п бүр їп tabelul iii se indică spaţiul parcurs de un corp în cădere, pe un plan Tabi. 

] * e cere e se reprezinte grafic datele din tabelul P.3.3 si-sá se găsească scara funcțională 
pentru variabila / astfel încît dependenţa s(f) să se reprezinte grafic, printr-o linie dreaptă. 


Tabelul P.3.3:; 


127 


1,602 2,307 


R. Dependenţa este pătratică, deci га g 'ebui ü 
m t p tică, deci pentru axa £ trebuie aleasă o scară funcţională pă- 
pes pete n: specilice care trebuie să fie scara funcţională pentru volumul V al unui gaz 
eal, astfel incit diagrama — Vi ntr f i7 ў Д ină = 
«бу е л р , pentru procesele izoter me, s se obtinà sub forma unei 
R. Din ecuaţia de stare a gazelor ideale 


pV = «RT 
avem. | Р 
УКТ 
pe * 
л. 


Deci Irebuie să indicăm pe аха V valorile 1/V. 
3.5. În tabelul P.3.4 se indică i | 
a -3.4 se indică spațiul s parcurs de un mobil p n ori al 
i а cane spa 5 pe un plan orizontal in functie 
de viteza iniţială p, a mobilului. e V or 


Tabelul P.3.4 
= 
"3 | l g 
Sá sc reprezinte graig dependența s = s(v,) Si să se indice scara funcțională pentru viteza v 
astfel încît graficul s = s(v,) să fie o linie dreaptă. i ` 


: R. Din figura P.3.4 vedem: cà avem o dependenţă pătratică s= 5(0,) ; dct, dacá luám 
pentru v o scară funcţională pătratică, obţinem o linie dreaptă (lig. P.3.5). 


D, (m/s) | 1 


ы 
Ul 
me: 
în 


5 (m) 0,25 


REPREZENTAREA DATELOR 
PRIN CORELATII 


ENDE. nnn 


Ne-am ocupat în capitolele 2 si 3 de reprezentarea datelor prin tabele 
si grafice. Ca un pas urmátor in acest proces de prelucrare a datelor expe- 
rimentale îl constituie reprezentarea datelor prin corelaţii. adică pe baza 
datelor experimentale obţinute, reprezentate prin tabele si grafice cores- 
punzătoare, să exprimăm mărimea y în funcţie de mărimea 2 printr-o expresie 
matematică, y = f(x). — 

Studiind unele aspecte privind interpolarea am văzut că putem alege 
un polinom de un grad oarecare cu ajutorul cáruia este posibilă reprodu- 
cerea punctelor experimentale, cu о precizie suficientă. Metoda interpolării 
este foarte utilă pentru aflarea valorii funcţiei între punctele experimen- 
tale, dar de foarte multe ori polinomul de interpolare nu este corespunzător 
pentru a reprezenta” datele experimentale respective prin formule. Stabilirea 
valorii funcţiei pentru diferite valori ale argumentului x se face experimental 
si deci aceste valori sint afectate de erorile experimentale prezente, intr-o 
măsură mai mare вап mai mică, in orice proces de măsurare. Dacă scriem 
pentru datele experimentale formula y = f(x), unde f(x) este polinomul de 
interpolare ce ia valorile Jo Yo Jo»... în punctele to Tp Te... atunci for- 
mula obținută conține, ре lîngă dependenţa reală a funcţiei y de argumen- 
iul z, si erorile experimentale, care uneori pot distorsiona sensibil depen- 
denta у = Й). e i 

dn reprezentarea, datelor prin formule nu {терше deci să urmărim ca 
funcţia obţinută să aibă valorile funcţiei experimentale în punctele To Ty 
£Z»... Cb trebuie să găsim un polinom de grad minim posibil sau o altă 


funcţie care să conțină un număr minim de parametri, astfel încît curba 
obținută prin calcul să treacă cît mai aproape de toate punctele experi- 


mentale. Desigur că deocamdată nu dispunem de criterii pentru a pulea aprecia 
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dacá curba pe care o considerám trece sau nu suficient de aproape de toate 
punctele experimentale. Aceastá problemá se discutá mai in detaliu in ca- 
pitolul 7. 


4.1. FORMULE RATIONALE 
$1 FORMULE EMPIRICE 


Efectuind măsurarea mărimii y pentru diferite valori ale mărimii x 
obtinem, asa cum am mai amintit, perechile de valori experimentale 


Шы Жуу ду wawa q ROS 3 
Vo Uo Y» -+s Ue 


În procesul de reprezentare a acestor date printr-o formulă de forma : 


==» убу z 5 z @) (4.1) 


unde а, b, c,... sint parametri numerici, iar functia f este o functie ratio- 
nalá de argumentele indicate. Intilnim două situaţii diferite : ; | 

a) Relaţia (4.1) este o formulă raţională de formă cunoscută. 

b) Forma raţională (1.1) nu este cunoscută. iai 

Cazul a) se intilneste foarte des in practică. De: exemplu dacă ne ocu- 
раш de dependenţa de temperatură a rezistenţei diferitelor metale sau aliaje, 


ştim că pentru astfel de materiale rezistența depinde de temperatură prin 
formula : 


en (4.2) 
unde R, este rezistenţa la temperatura lọ = 0°C, iar g este coeficientul termic 
al rezistenţei. Formula (4.2), contine doi parametri (R, şi о); сотрагіпа 
formulele (4.1) si (4.2) rezultă a = Ry, b — о, x b^ А | 

Deci parametrii care intră in această formulă au un sens fizic bine de- 
finit. | 

Formulele care reprezintá dependenta intre mărimi fizice si care conţin 
parametri cu sens fizic bine definit se numesc de obicei formule rationale. 

Dacă forma funcţiei f(a, b, c, ..., x) este cunoscută, atunci problema 
reprezentării datelor experimentale printr-o formulă, se reduce la stabilirea 
parametrilor a, b, c,... De exemplu, pentru a stabili dependența rezistenţei 


unui metal oarecare, de temperatură, trebuie ca ре baza: datelor experimen- 
tale : 


в — Ry + at) 


er ad: 


2 


А, А 
R, R. Ra В... P 


să calculám valorile parametrilor, R, si <. 
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În cazul b) problema este mai complicată deoarece înainte de a încerca 
să stabilim parametrii (a, b, с...) care intră în formula (4.1) trebuie să sta- 
bilim forma funcției f(a, b, c, ..., 2). 

Dacă formula de forma (4.1), care descrie ansamblul punctelor experi- 
mentale, contine parametri care nu au sens fizic definit, se numește formulă 
empirică. De obicei, formulele empirice nu au aceeaşi formă pentru toate 
valorile argumentului z. Aceste formule se stabilesc pentru diferite domenii 
restrinse ale argumentului z. Deci formulele empirice se stabilesc pe baza 
unor rezultate experimentale și trebuie să asigure, în limita erorilor experi- 
mentale, o concordanţă acceptabilă cu datele obținute. 

De exemplu, s-a stabilit, că în cazul mercurului, coeficientul В de dila- 
tatie volumicá nu este constant ci creşte o dată cu creşterea temperaturii. 
S-a arătat pe baza datelor experimentale, că dependența coeficientului p 
de temperatură, pentru mercur, poate fi scris sub forma : 


B —a-4 bt (4.3) 


unde а = 0,0001801 si b = 0,00000002. 

Formula (4.3) reprezintă un exemplu de formulă empirică, care, după 
cum s-a stabilit experimental, este corespunzătoare numai in domeniul de tem- 
peratură cuprins între 0°G si 100°C. 

Pentru dependența căldurii specifice la presiune constantă de tempera- 
tură se folosește expresia : 


c =a bT q cT? +... (4.4) 


unde coeficienţii a, b, c se determină pe cale empirică, în procesul de prelu- 
crare a datelor experimentale. În tabelele care conţin astfel de coeficienţi se 
specifică intervalul de temperatură pentru care sînt valabile valorile indicate. 

Formulele empirice se stabilesc, de obicei, prin metoda încercărilor 
succesive. Un rol important în stabilirea unei forme anume pentru о formulă 
empirică îl joacă reprezentarea datelor experimentale prin grafice. Găsirea 
unei formule empirice adecvate este, de cele mai multe ori, o problemă ex- 
trem de complicată. De obicei se consideră că forma cea mai simplă pentru 
o formulă empirică ar îi un polinom de un grad oarecare. Dar de cele mai 
multe ori, gradul polinomului care ar putea aproxima datele experimentale 
este foarte mare si deci formula (4.1) trebuie să conţină un număr prea.mare 
de parametri. 

Deoarece stabilirea unei formule empirice nu se face pe baza unor cri- 
terii teoretice ci numai urmărindu-se un singur scop si anume ca formula 
respectivă să aproximeze cît mai bine datele experimentale, se întîmplă destul 
de des ca pentru o dependenţă între mărimi fizice să avem mai multe for- 
mule empirice. 
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„De exemplu, in studiul gazelor reale avem mai multe ecualii: empirice care roprezinlá 


dependența între parametrii de stare p (presiunea), У (volumul) 
următoarele ecuații de stare: 
a) ecuaţia Van der Waals (873):, 


i T (temperatura). Amintim 


(^ z)v- Була ВТ i T 
ү? : (4.5) 
b) ecuația Berthelot (1900) : | Ad 

A a 

P T lm dy RT AA E олом (4.6) 
е) ecualia stabilitá de Beattie si Bridgman (1927) : | i | 

RT(1 —C) : E 

в= ES poi Soi e ал) 

d) ecuatia datá de Redlich si Kwong (1949): 
RT a š : 
Dere e o (4.8) 


Y—b TY(V + b) ` 


Putem indica si alte exe iri x Ж 

š lte exemple de formule empirice pe ntru 8 г 
КИ... I azul real. De exemplu Buca 
lovici si Novikov au propus o ecualie de forma : 


mam 380,20, .. \. 
Y 


ya 


(4.9) 


Vi h r Дт n U i Y 
edem cá avem un număr foarte mare de ecuaţii care descriu aproximativ comportarea ga- 


zelor reale, conţinind doi sau trei i i 
è rei parametri constanți sau di i ă 
se stabilesc experimental. ын LS SOS IER 


ыр Z= те 

Desi de multe ori ecuatiile empirice sint destul de aproximative, iar 
valorile parametrilor, si deseori chiar forma ecuatiei, variazá de la un puts 
la altul, nu se poate să nu subliniem importanţa deosebită a acestor ecuații 
în diferite domenii ale științei si tehnicii. 
: Anumite ecuaţii empirice, care descriu corect diferite fenomene fizice 
într-un domeniu oarecare sînt de multe ori rezultatul unei munci susținute 
în diferite laboratoare din întreaga lume, desfăşurate în perioade de zeci de 
ani sau chiar mai mult. În cazul formulelor (4.5)—(4.8) am indicat anii în 
care au fost obţinute pentru a putea înțelege mai bine munca susținută 
şi îndelungată care se depune pentru obţinerea unor formule empirice corecte. 
sn patat i-o ааш. diti ui etala опна Балар ai ala 

i a piric. De fapt, în cele mai 

multe cazuri ecuaţiile empirice preced în timp ecuaţiile obţinute pe cale 
togretica; Aceste indicaţii succinte scot în evidență rolul experienţei, a mă- 
surării şi prelucrării datelor experimentale, în procesul cunoaşterii legilor 
obiective ale materiei. 

„Utilizarea pe scară largă a ecuațiilor empirice poate fi explicată prin 
două motive principale. 
ш, a) Formula analitică се exprimă corect dependenţa între mărimile 
fizice studiate nu este cunoscută si deci sîntem nevoiţi să utilizăm formule 
empirice aproximative. 
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Aşa cum am văzut, desi prima ecuație де stare empirică pentru gazele 
reale a fost.stabilitá acum peste 100 de ani, nu dispunem încă de o formulă 
corectă. Gazele reale avînd însă multe aplicaţii în diferite domenii, trebuie 
să efectuăm calculele necesare pe baza uneia din formulele empirice. 

Exemplul cu gazele reale este ales intimplátor, putindu-se da asemenea 
exemple din multe alte domenii. 

b) Un alt motiv constă în faptul că, uneori, deşi dependenţa între mări- 
mile studiate este exprimată printr-o funcţie analitică precisă, această funcţie 
este atit de complicată încît se preferă efectuarea calculelor după formule 
aproximative. 

De exemplu, desi formula (4.5) descrie mai corect comportarea gazelor, 
de cele mai multe ori se foloseşte, în calcule, formula gazelor ideale. 


PV = RT. 


4.2. ALEGEREA FORMEI ADECVATE 
PENTRU O FORMULĂ EMPIRICĂ 


Aşa cum am stabilit, în procesul de reprezentare a datelor prin formule. 
se pune problema ca, pe baza perechilor de valori (£+ у) (i = 0,1...n) ob-: 
ţinute experimental, să se indice dependenţa (4.1) cea mai adecvată. În acest 
context cuvîntul adecvat înseamnă că ecuaţia empirică stabilită să aproxi- 
meze suficient de bine datele experimentale pe baza cărora а fost dedusă 
şi în acelaşi timp, să rămînă valabilă si pentru aproximarea datelor similare 
obținute în alte experienţe. De aici rezultă că o ecuație empirică stabilită 
trebuie să aibă un caracter general. De exemplu, dacă se determină coefi- ` 
cientii a, b, c din formula (4.4) pentru o substanţă intr-un anumit interval 
de temperatură, atunci formula respectivă trebuie să poată fi folosită în 
orice calcul în care se cere căldura specificá c; pentru o anume temperatură 
cuprinsă în intervalul stabilit. Această ultimă cerință implică o serie de mă- 
suri ce trebuie luate în scopul înlăturării erorilor experimentale şi în spe- 
cial a erorilor sistematice ce pot îi introduse prin utilizarea necorespunzătoare 
a unor instalaţii. Sînt destul de dese cazurile cînd ecuaţii empirice sau valori 
pentru diferite mărimi fizice obţinute în diferite laboratoare nu concordă 
între ele, iar analizele mai atente scot în evidenţă efecte instrumentale care 
conduc la obţinerea unor rezultate experimentale eronate. Deoarece acest 
manual se ocupă numai de prelucrarea datelor experimentale, nu putem intra 
în probleme legate de tehnica măsurărilor şi cerinţele ce se impun pentru 
obţinerea unor rezultate cît mai corecte. Subliniem însă că se constată des- 
tule discordante si datorită modului de prelucrare a datelor experimentale, 
cum ar fi de exemplu: interpolări sau extrapolări incorecte, neglijarea unor 
termeni sau utilizarea unor coeficienți numerici necorespunzători. 
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| x | Metoda cea mai rapidá si suti- 

Hn cient de comodá pentru alegerea 
formulei empirice adecvate pe baza 
datelor experimentale constá in re- 
prezentarea grafică a datelor. Ре 
"o baza graficului obţinut, putem tra- 
i ge o serie de concluzii orientative dar 
deosebit de utile. Astfel ne putem 
usor da seama dacá curba experi- 
mentală este monotonă sau contine 
maxime, respectiv minime, sau punc- 
te de inflexiune. De asemenea, ob- 
servám dacá un punct experimental 
oarecare are o poziţie incertă, adică 
il se abate foarte mult de la curba ex- 


SERE 


perimentală. În asemenea cazuri, 


dacă este posibil, se repetă măsura- 
rea pentru punctul respectiv şi even- 
tual punctele vecine dacă repetarea 


măsurării nu este posibilă ; se înlă- 


tură perechea respectivă de date 


Н 
e 


experimentale. Situaţia cea mai sim- 


um 


plá este in cazul cind, pe baza da- 


telorexperimentale reprezentate gra- 


fic constatám cá márimea y depinde 


liniar de mărimea z. În acest caz, 


с formula empirică este de forma: 


= a + bz (4.10) 


H 


Stabilind formula funcției em- 


21 | | ii: pirice, rămîne să calculám parame- 


v. tii a si b. 


Dacá insá dependenta márimii y 


Fig; ia; de mărimea х nu este liniară atunci, 
FU pentru a ajunge la o form ulă e mpi- 
Trică à ie sá í à d 
1 ыт я trebuie sá incercám alegerea unor scári functionale, astfel 
inci dependenta respectivá sá poatá fi adusá la forma liniará 
Să considerăm citeva exemple. 


a) În tabelul 4.1 avem dependent i ă 
А -— { "MES x 
ar р [a experimentală a mărimii y de má- 
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Tabelul 4.1. 


z 2,4 3,50 5,00 6,89 10,00 
y 0,0141 . 0,0281 0,0562 0,1125 0,2250 
ES 5,76 12,25 25,00 47,47 100,00 


Reprezentarea grafică a datelor din tabelul 4.1 este indicată în figura 4.1. 
Din acest grafic deducem cá y depinde de z sub forma unei parabole de 


forma 
Еа ba? (4.11) 


Pentru a ne convinge de faptul cá forma (4.11) este corectá ar trebui 


să luăm pentru < o scară funcţională de forma y = 22. Este mai simplu să 
încercăm reprezentarea grafică a mărimii у în funcţie de z*. Valorile x? co- 
respunzătoare sînt calculate în tabelul 4.1. Reprezentînd dependența y = f(x?) 
(fig. 4.2), vedem cà obtinem aproximativ o linie dreaptá. Putem considera 
cá dreapta trece prin origine si atunci dependenta ar fi de forma : 


jac ав (4.12) 


Deoarece nu putem stabili suficient de precis, din grafic, dacá dreapta 
trece sau nu prin originea coordonatelor, este mai prudent sá ráminem la 
formula empiricá de forma (4.11). Prin calcule concrete se va stabili dacă a 
este zero sau numai foarte mic. 

b) Їп urma efectuárii unui set de cinci măsurări au fost obţinute datele 


din tabelul 4.2. 


Tabelul 4.2 
йр EE dute зь titei ъа аадар Y eta ate 
z 0,1 0,2 0,4 0,5 E 
p 22 17 14,5 14 15 
m 10 5 2,5 2 | 1 


În figura 4.3 este reprezentată grafic dependenţa y = f(x). Se constată 
că odată cu creşterea mărimii z, valorile pentru у scad. De aici deducem că 


este posibilă o formulă empirică de forma 


ç lonis (4.13) 
x 


pentru dependenţa dată prin reprezentarea grafică din figura 4.3. Pentru a 
ne convinge de valabilitatea acestei concluzii, trebuie să reprezentăm grafic 
dependenţa у = f(1/z). Din figura 4.4 se vede că formula empirică (4.13) 
este corectă deoarece dependenţa y = (1/2) este liniară. 
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Fig. 4.3. Fig. 4.4. 


c) Sá stabilim formula empiricá pentru datele experimentale din ta- 
belul 4.3. 


Tabelul 4.3 
= St пел 372 чачы 0092 ылыый лч 110. uc ны cdi iilo 
m 1 2 4 | 6 8 10 12 
y 6 14 36 | 66 108 150 204 


În figura 4.5 sint reprezentate grafic datele din tabelul 4.3. Se vede cá 
obținem o curbă experimentală destul de apropiată de curba din figura 4.1. 
Am putea deci admite o formulă empirică de forma (4.11). Pentru a verifica 
dacă o asemenea formulă este valabilă trebuie să reprezentăm grafie depen- 
denta у = f(a°). Din figura 4.6 se vede încă că prin această reprezentare nu 
obținem o linie dreaptă. Putem considera că datele experimentale din tabe- 
lul 4.3 se reprezintă prin formula empirică 


y = az + br? (4.14) 
Pentru verificarea acestei ipoteze, trebuie să reprezentăm grafic dependenţa 
E (4.15) 

a 
Din figura 4.7 rezultă că această dependenţă este liniară, deci admiterea 
formulei empirice (4.14) pentru dependenţa din figura 4.5 este indreptátità. 


D Să considerăm rezultatele experimentale din tabelul 4.4. 
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ШЕНИН 


iiia 


Fig. 4.6. 


Fig. 4.5, 


Fig. 4.7. 


ШЕШЕН 
НЕ HH 
НЕ HEHHE 
T H 
Fig. 4.8. 
di 
| 
Hi 
| 
z i 
Fig. 4.9. 


Tabelul 4.4 


y 4,77 5,99 6,81 7,96 8,15 8,60 9,05 9,50 


Din formula curbei experimentale (fig. 4.8) putem admite o formulă 
empirică pentru aproximarea datelor experimentale, de forma 


у = aa (4.16) 
Dacă această formulă empirică este corectă, trebuie ca dependenţa 
lg y —1ga + blgx (4.17) 


să reprezinte o linie dreaptă. Deci, pentru veriticarea formulei (4.16) trebuie 
să reprezentăm grafic lg y în funcție de lg z. 

Dacă avem la dispoziţie hîrtie logaritmică putem reprezenta direct lg y 
în funcţie de lg z. Nedispunind de asemenea hirtie calculám (tabelul 4.5) 
valorile necesare. Din figura 4.9 vedem că formula empirică (4.16) este 


corectă. 
Tabelul 4.5 
MEINTE. e El Sa l ea eta 
lg cx 1 1,30 1,48 1,60 1,70 ) 1,78 1,85 1,90 
lg y 0,68 0,78 0,84 0,88 0,91 0,93 0,96 0,98 


Vedem deci cá reprezentarea grafică a datelor experimentale este una 
din metodele de bază care ne permite alegerea unei formule empirice adecvate. 
Obţinerea unei reprezentări grafice liniare ne conduce atit la obţinerea for- 
mulei empirice corespunzătoare, cît și la posibilitatea de a calcula parametrii 
continuti in formula respectivă. 

“Trebuie însă totdeauna să (inem seama că formula empirică stabilită 
poate să nu fie valabilă în afara domeniului datelor experimentale pe baza 
cărora a fost obţinută. De exemplu din reprezentarea grafică (fig. 3.23) putem 
trage concluzia cá lg p depinde liniar de 1/T, adică avem formula empirică : 


Іар =а – b[T (4.18) 


Stadiul acestei dependențe а arătat cá formula (4.18) este valabilă numai În 
domeniul de temperatură 0°С —100°С. Dacă luăm un domeniu mai larg de 
temperatură se observă abateri sensibile de la dependenţa liniară. De alttel 
si din figura (3.23) se vede că punctul experimental ce corespunde la t = 
== — 10°С nu se aşază pe dreaptă. j 
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4.3. EVALUAREA CONSTANTELOR. 


CONCORDANTA UNEI FUNCTII EMPIRICE 
CU UN SIR DE DATE 


În acest paragraf vom indica unele metode de evaluare a parametrilor 
continuti în diferite formule. Deoarece asa cum am văzut în paragraful pre- 
cedent, pentru obţinerea formei adecvate a unei formule empirice este re- 
comandabil să se încerce o astfel de reprezentare grafică încît să se ob- 
țină o dependenţă liniară, vom încerca să evaluăm parametrii а si b (for- 
mula 4.10). 

Dacă dispunem de (n + 1) perechi de măsurători și considerăm că re- 
prezentind grafic datele experimentale dependența у = f(x) este liniară 
înseamnă că putem scrie relațiile : 


a + bz, == Yo 
a + bz, ==}, 

UN. АШ» жох a ` (4.19) 
a + bz, == Ya 


Avem deci (n + 1) ecuaţii cu două necunoscute. Desigur că, în cazul in care 
toate punctele experimentale s-ar afla pe dreapta trasată, ar fi suficient să 
luăm la întîmplare două din ecuatiile (4.19) si să calculăm parametrii a si b. 
Cum însă, de regulă, dreapta nu trece prin, ci printre punetele experimentale, 
problema evaluării parametrilor a si b nu este chiar atit de simplă, deoarece 
luînd diferite perechi, de puncte, obținem valori diferite pentru parametrii 
a si b. 

Se utilizeazá urmátoarele metode mai importante de evaluare a pa- 
rametrilor a si b; : 

a) Meloda grafică. După reprezentarea grafică a datelor experimentale, 
se trasează dreapta printre punctele experimentale astiel ca numărul punc- 
telor allate de cele două părţi ale dreptei să fie aproximativ același. De regulă 
trasarea dreptei se face cu o riglă transparentă pentru a ne pulea convinge 
că dreapta trece printre punete si nu pe lingă puncte. Dacă ne convingem 
că trasarea dreptei este aproximativ corectă, alegem două puncte arbitrare 
pe dreaptă și stabilim abscisele si respectiv ordonatele acestor puncte (fig. 4.10)- 
Obtinem astfel două ecuaţii cu două necunoscute : 


a pbr =y" 
a =Ë bz" -—" (4.20) 


b) Meloda perechilor de puncle. Dacá dispunem de n + 1 puncte experi- 
mentale, alegem (n + 1)/2 perechi de puncte pentru care scriem sistemul 
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33 — 


inesset t 


de ecualii са in formula (4.20). 
Dacă n + 1 este un număr 


impar se omite un punct ex- 
perimental. Este bine sà se 
omită punctul cel mai îndepăr- uum 
tat de dreapta trasatá printre i 
punctele experimentale. De 


exemplu dacă avem 10 puncte 


experimentale, putem serie 


cinei sisteme de ecuaţii: 


at bz, == In 


а + bas = Ue 


ыз ДАШ 


Prin rezolvarea acestor sis- ш 
teme de douá ecuaţii cu două à 
necunoscute obţinem cinci va- š ЧЫРШЫ 
lori pentru parametrul а: d, ; | 
dai: dyg) Aasias SI 'cinci valori 
pentru parametrul b: bi; bzs Fig. 440: 
b D. Des ; 

Media aritmetică a acestor valori se consideră valorile parametrilor 


aşi b: 
d, + a, + as + 44 + Gs 
а = 
5 
(4.22) 
Ь b, + b, + bs + b, + bs 


5 
c) Meloda mediei. În aplicarea acestei metode, se pleacă de la ideea că, 
datorită erorilor experimentale, chiar în cazul unei dependențe strict liniare 
a mărimii y de mărimea т, de regulă 
yi Z q + br (4.25) 
unde (a, y;) sint perechile de date experimentale. 


Notăm cu Ay, eroarea absolută : 


Ay, = y — a — bz, (4.24) 


Dacă se admite că parametrii a si b sint asttel stabiliti incit 


n 
Ay) = 
AK yi) (4.25) 
atunci 
IT Ё п п 
(y; — a — br) = 0 sau Xy, — na — b Уа; =0 (4.26) 
i=0 i=0 io 


Am obţine astfel o ecuaţie cu două necunoscute. Putem împărți punctele 
experimentale în două grupe, de la 0 la m si de la m + 1 la n, unde m este 
un număr aproximativ egal cu n/2. În acest caz, în loc de ecuatia (4.16) 
obținem un sistem de două ecuaţii: i 


n 


n j 
Ji — a — bx) = 0; Ў TERME ANE Жү =. 4 97 
AU а) = 0 EN a — Ба) = 0 (4.27) 
sau 

m^ m 
ma + bx. = (4.28) 

i= i=0 

n n 
(n—ma--b X д Ny. 
i=m-+1 i=m+1 


Rezolvind sistemul de ecuatii (4.28) aflăm parametrii a si b. 

Exemplu. Pentru а determina parametrii a si b din formula empiricá 
(4.16) trebuie să stabilim paramelrii dreptei din figura 4.9. 

Notám Y = 10у; X =lgz; А = lg a. 

Pentru datele din tabelul 4.5 avem ecuatia empirică 


Y =A + bX. 


Aplicind metoda mediei si împărțind datele in două grupe de cite 4 măsu- 
rări, pe baza formulei (4.28), obţinem : 


Efectuina calculele : 


=з "E a 8 
QU = 538; у; X, 57,23; у) Y, = 3,18; X, Y, = 3,78 


i=5 i=1 


Deci : 
4A — 5,38 b — 3,18; 4A 4-.7,23 b — 3,78 
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De unde: 


B = 3,78 — 3,18 ыз 0,6 — 0,32 


7,23 — 5,88 1,85 


“A = Gus — 0,32-5,38) = 0,36 
[+ 


A =lga; а = 104 = 10°% — 2,29 
Deci, datele experimentale din tabelul 4.4 pot fi exprimate prin formula 
empiricá | 
y 2,295995 (4.16^) 


În tabelul 4.6 se indică gradul de concordanţă între valorile experimen- 
tale si cele calculate după formula (4.16. 


Tabelul 4.6 
x 10 20 30 40 50 60 70 80 
ТРА 4,77 5,99 6,84 7,56 8,15 8,60 9,05 9,50 
Ycale 4,78 5,97 6,40 7,46 8,01 8,49 9,92 9,31 


Din acest tabel se vede cá abaterea valorii calculate de la valoarea ex- 
perimentală crește o dată cu creșterea argumentului z. Putem crede că acest 
lucru se datorează unei erori de metodă. Se poate constata că această aba- 
tere se datorește unei mici neatenţii. Valoarea funcţiei depinde sensibil de 
valoarea parametrului b. Valoarea obţinută pentru b este: 

b = 0,3243243 


Dacă considerăm b = 0,324, obţinem pentru x = 80, year = 9,47, iar pentru 
b = 0,3243, ув, = 9,48 pentru x = 80. 
Deci este mai corect sá scriem formula empiricá sub forma 


у = 2,295092 (4.16) 

Aceastá formulá aproximeazá datele experimentale cu о eroare relativá 
de 0,294, pe cînd cu formula (4.16') se ajunge la erori relative de 2%. 

Sá ne ocupám de una din metodele de evaluare a parametrilor dacá ne 


convingem că datele experimentale pot fi aproximate printr-o ecuaţie de 
forma : 


y = a + bz + са? (4.29) 
În acest scop, putem pleca de la formula de interpolare (2.78) 


Ap 
2h? 


2-4 0 (s — m) Ab (ж — m) (z— x) (4.30) 


8 — Prelucrarea datelor experimentale їп fizicá — cd. 219 113 


: а : " v s š : Tabelul 4.7 
Am considerat cazul cind argumentul ia valori echidistante. Formula (4.29) BC M ү : 
este simplu să fie scrisă sub forma : 


== (v. га аа, ЕЕ А u st rum Ah To — 


эһ? j 4 
2h h — 2h 1 11,86 
š 3,81 е 
Ы 2 2 15,67 š 
„АБ „\ р Ао a, (4.31) ! UN 4,93 f 
2n? 2h? 3 20,60 TE PS 
; ; А 6,09 "es 
: А 26,69 0,93 
Identificind formulele (4.29) si (4.31) obţinem : NS ' 7,02 
5 33,71 ү 1,10 
Ayo A*g, s " 0,98 
@ желу, + 02 de RS 6 41,93 ial P 
7 ШИ: i 1,16 
10,36 " 
At Д?! Я 61,49 ‚05 
j. 286. a 1 — (ay + x) (4.32) Š 11,41 
h 2р? 9 72,90 1,15 
12,54 " 
85,44 ы 
_ А?уо A0 p 13,04 8 
ор 99,08 1,05 
2h Tale 14,69 
12 113,77 1,08 
Formula (4.30) se folosea pentru interpolarea parabolicá intre punctele 15,77 
€ $i Ya, lar zo nu era fixat, ci putea lua orice valoare în functie de punctul x 13 129,54 10.94 ьш 
in care dorim sà aflám functia 1 y prin interpolare. 14 146,48 i 
In cazul utilizárii formulei (4.32) pentru valoarea parametrilor a, b si c 
va trebui să înţelegem prin т, toate punctele experimentale zy, 2z,,...,2,, 
Va trebui deci să calculám parametrii a, b si c pentru prima pereche deci : 
de valori a argumentului, apoi pentru punctul al doilea si al treilea etc. 
După obținerea unui set de valori : а i a ана = UG +10 Е = i(i + 1) 
HM еттш h° 
di E g 
MENS LLI WIL Бы оа 
h h 
Си IC xg (4.33) 
calculám parametrii a, b si c ca medii ale valorilor obtinute. Ca exemplu, sá Den 
considerám datele din tabelul 2.5. ШИ du 
"TW Lu 
Ín tabelul 4.7 sint trecute datele e aie AMR a şi diferenţele de ordinul Ва =8 ТАТ * 
întîi si doi calculate. Se vede cá A's, datorită unor erori experimentale, este 
numai aproximativ constant. s, TI А, 1 s 3 Jis D) AS 
Din tabel se vede cá pasul h — (1/30) i iar valoarea argumentului f, b, "n (2i + PIN Е 5 
pentru o másurare oarecare i, este : [ : 
1 2 
t, = Eu —ih Ci = m А S1. 
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buy = 30(13,64 — 10,5-1,05) = 78,45 
` bu = 30(14,69 — 11,5-1,08) = 68,1 


In aceste tabele trebuie sá luám toate valorile lui i de la 1 la 13: 


a; = 11,86 — 3,81 + 1,12 = 9,17. 
b, = 30(15,77 — 12,5-1,17) = 34,35 


d; = 15,07 — 2-4,93 + 3-1,16 = 15,07 — 9,86 -- 3,48 — 9,29 


b, + bs +... + bi 
as = 20,60 — 3-6,09 + 6-0,93 = 20,60 — 18,27 + 5,58 — 7,91 douce e L. 
a, = 26,69 — 4-7,02 + 10-1,1 = 26,69 — 28,08 + 11 = 9,61 Deoarece parametrul e, depinde numai de diferența de ordinul doi, putem 
as = 33,71 — 5.8,22 + 25.0,98 = 33,71 — 41,1 + 14,7 = 7,31 serie: dene 
в = 41,93 — 6-920 + 21-1,16 = 41,93 — 55,2 + 24,36 — 11,09 HEEL Rr eu Е Ва, SUD y у бш | 
2h? 12 gu 2 


a, = 51,31 — 7-10,36 + 28-1,05 = 51,13 — 72,52 + 29,4 — 8,01 
== 488,63 cm/s?. 


ав = 61,49 — 8-11,41 + 36-1,13 = 61,49 — 91,28 + 40,68 = 10,89 

ay = 72,90 — 9-12,54 + 45-1,10 — 72,90 — 112,86 149,5 — 9,54 Pe baza datelor din tabelul 4,7 obtinem, pentru s, formula : 

азо = 85,44 — 10-13,64 + 55-1,05 = 85,44 — 136,4 + 57,75 = 6,79 s = 9,51 + 64,91 ! + 488,63 1? (em), 1 (4.34) 
аң = 99,8 — 11-14,69 + 66-1,08 = 99,08 — 161,59 [7128 = 8,77 Comparind cu cunoscuta formulă a căderii libere 


2 
аца = 118,77 — 12.15,77 + 78.1,17 — 113;77 — 189,24 + 91.26 — 15.79 MISSE WE ы 4.34 
E + , 5,7 9 
Deci: 
"en aflăm : sy = 9,51 cm ; vo = 64,91 cm/s = 0,649 m/s; 

2 
МИЕ + а -7 .. +a _ пыт „йй g = 2с = 9,77 m/s. | 
Asupra criteriilor de concordanţă a unei funcţii empirice cu un sir de | 


Trecem la calculul parametrului b: date obţinute experimental se va discuta mai detaliat in capitolul 7. 
Putem impune unele criterii ca: 


h gs 1 — 30 5-1 a) Eroarea absolută într-un punct experimental oarecare i să nu depă- 
30 h seascá o valoare Ay, stabilită. Pentru dependenţa liniară 

Ф, = 30(3,81 — 1,5-1,12) = 63,9 Jy; — a — bz; < Ду; (4.35) 

b, = 30(4,93 — 2,5-1,16) = 60,9 b) Deoarece, asa cum am arătat, ne interesează ca dependența y = f(x) 

b, — 30(6,09 — 3,5-0,93) — 85,05 sá aproximeze cit mai bine tenté punctele experimentale, adică eutba obti- 

nută să treacă cit mai corect printre punctele experimentale, putem impune 

b, = 30(7,02:— 4,5.1,10) = 62,1 ca criteriu condifia і 

Ы — Ела = nn £ (yı а — bz) = min. (4.36) | 
: i-i | 


bg = 30(9,20 — 6,5-1,16) = 49,8 
c) Vom vedea în capitolul 7 cá cel mai indicat criteriu este ca suma 


ERE ua usss pătratelor diferențelor (y; — a — bz) să fie minimă: 
bs == 30(11,41 — 8,5-1,13) = 54,15 b 
S = Ð (u, — a — bx)? = minim. 


i= 


by = 30(12,54 — 9,5-1,10) = 62,7 
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Problema stabilirii corecte a formei ecuaţiei empirice şi a: valorilor para- 
metrilor continuti în ecuaţia respectivă este extrem de complicată. Pe baza 
metodelor date, putem însă stabili forma ecuaţiei empirice si calcula valorile 
parametrilor cu o precizie suficient de bună pentru aplicaţiile practice. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


4.1. Pe baza datelor din tabelul P.3.1, să se calculeze parametrii a şi b ai drepici 


= [ln şi constanta elastică a arcului utilizat in experiența REP, folosind metoda 
шый. і 


R. Admitem cá avem o dependenlá de forma: 
T — а + bym. 
Din primele 5 măsurări avem : 
ба -+ 21,980 = 4,37, 
iar din ultimele 4 măsurări 
da - 26,020 — 5,16 


| 4,37 sal 

_ 15146 26,02| — 4,37.26,02 — 5-16-21,98 
5 21,98 5-26,02 — 4:21,98 

4 26,02 


113,707 — 113,417 — 0,290 


ES = 0,007 s. 
130,1 — 87,92 42,18 
5 4,37 k y 
4: 5,16 |7 325,80 — 17,48 889” j 
сы mo crm 01. ШИ ==, 197. 
49,16 42,18 42,18 i j 


Pentru parametrul a s-a obţinut o valoare foarte mică, adică mai mică decit eroarea absolută 
0,01 s care se comite prin măsurarea perioadei Т, de aceea putem considera а = 0. 
Deci 


T = 0,1974 m. 


Știm că pentru perioada pendulului elastic avem formula 


quiae үү у 
k 


În această formulă, pentru a păstra dimousiunile, lrebuie să luăm masa m în kg, iar k in N/m; 


w F m(g)-107? 0,0316 ,—— 0,1 
Tz d EC 27. ` NET m(g) = ` Am(g) 


k МЕ "3 
Deci, 
0,198 ; 
EN NCOMM LL LEY 
МЕ 1,97 
k- 1,003 N/m. 
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Deoarece mărimile măsurate, masa m si perioadă T sint date numai cu două, respectiv 
trei cifre, trebuie să scriem: 
k= 1 N/m. 


4.2. Stiind cá pentru spaţiul maxim, parcurs de un corp pe plan orizontal, cu viteza ini- 
pial p, avem formula : 


m D 1 
ang IT EH (0 
2а  2pg 


Sá se calculeze coeficientul de frecare y ре baza datelor din tabelul P.34 (problema 3.5), folo- 
sind metoda gratică (lig. P.3.5). 

R. Putem considera punctul »,, = 4 m/s pentru care spaţiul s, = 4 m. Deoarece dreapta 
din figura P.3.5 trece prin originea coordonatelor, rezultă dependența : 


E b-vi 
* Р 1 
ponen Pi — (mis?) 
vı 16 4 
a A (mista = ceti. =й m/s? 
2a 4 9 AL s? 
im 
— м 0,2. 
g 


4.3. Măsurările privind dependența coeficientului de frecare, intr-un lagăr de mașină, 
de temperotură au condus la datele din tabelul P.4.1. 


Tabelul Р.4.1 


С 60 70 80 90 100 110 120 


р. 0,0148 0,0124 0,0102 0,0085 0,0074 0,0059 0,0051 


Se cere să se slabileascá formula care indică dependenţa coeficientului de frecare, de tempe- 
ташта f. 
R. Dacá se reprezintá grafic 
In == [(°С), 
se obține o linie dreaptă 
Bm. — a + bt. 


Pe baza datelor din tabelul P.4.5 se obţine: 
а= 0,043 si b — — 0,018. 


Cu aceste date 
u = aet = 0,04ge” else. 


4.4. În tabelul P.1.2 este dată dependenţa vitezei p a electronilcr de lensiunea de acce- 
lerare Up. 
Tabelul P.4.2 


UV) 100 200 300 400 500 600 
"В 5,9109 |. 81.10 10,3 :10 11,8105 13,3 10s 14,5 109 
š 
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Fig. P. 4.1. 


S 2 н . ү š 
5e cere ca, ре baza datelor din acest tabel, să se calculeze sarcina specifică a electronului. 


R. Din figura P.4.1 rezultă că viteza pa electronilor depinde liniar de ХЭ» 


v= bAU,. 


Putem calcula valorile pentru b folosind perechile de puncte experimentale : 


yes di 
NU, | 
5,9-10* 
b= Gi = 5,9-105 
b 8.4-10* 
PE Jas = 5,96-105 
10,3.10% 
b,— Во 5,95-105 
р 158100, 
а= Лоб = 159105 
бер 13,3-10* 
ge 4500 - == 5,95 -105 
14,5. 109 
b= ccm = 5,93-105 
N 
b, + b, 4 Б 4 
буса a + b, + b, + b, + bç _ ipd 


Stim cá: 


€ à b: 
b= || ae unde —— — — — 1,7610" CJkg 
j> — = = 76:10 Сш. 


—32 se obțin datele din tabelul P.4.3. 


4.5. Másurindu-se numărul dezintegrărilor, pe minut, ale unei surse radioactive de fosfor 


Tabelul P.4.3 


t (h) 0 50 100 200 


300 


N (dezint/minut) 105 90 480 81870 66 890 517 


Sá se caleuleze constanta dezintegrării radioactive À si timpul de înjumătățire T pentru 


fosfor —32. 
R. În tabelul P.4.4 se indică dependenţa de timp a valorii In N. 


1 (h) 0 50 100 200 300 


In N 11,513 11,413 11,313 11,110 10,910 


Din figura P.4.2 vedem cá In N depinde liniar de timpul /. 
In N= In N, — M 


Deci 


їп № — In N 


u= 


Tabelul P.4.4 


400 


10,709 
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obținem cinci valori pentru À 


sau 


0,1 0,2 
Hi ——— 3.1079; „<= 2 — 0.107: 0,403 3 
50 iii 7 OC E As mp "AM 
0,603 , 
олер до DEPT. y Е 
300 ; A = Ta 2,01-107* 5 
"m Xi $ РЯ + ah + УЧА 4 ў, i Pa N —as1 ——sas r]ma— 


= 2,007-10-? 1/h. 


йе In 2 0,693 
= = 2 .10:— 345,3 n 


METODE ȘI MIJLOACE DE MĂSURARE 


T'= 14,4 zile. 


În capitolul 1 am arătat că prin măsurarea unei mărimi fizice oarecare 
înțelegem compararea mărimii respective cu o altă mărime de aceeași natură 
cu prima, adoptată ca unitate de măsură. Cu ajutorul măsurărilor putem 
stabili valorile diferitelor mărimi fizice precum si legile ce guvernează diferite 
fenomene. Aşa de exemplu legea lui Coulomb, legea lui Ohm, legea Boyle- 
Mariotte etc., au fost obținute în urma efectuării unui număr de experimente 
coresp unzătoare. | 

Orice activitate experimentală constă din două elape succesive şi anume : 

— obţinerea rezultatelor experimentale ; 

— prelucrarea datelor obţinute experimental. 

Aceste două etape sînt absolut necesare, deoarece asa cum vom vedea 
mai jos orice măsurare este afectată de erori experimentale si din punct de 
vedere practic este important să ştim nu numai valoarea unei mărimi fizice 
obţinută într-un experiment oarecare, ci şi eroarea în valoarea respectivă, 
adică între ce limite poate fi cuprinsă această valoare. 

Fizica, fiind, prin conţinutul sáu o știință experimentală, rezultatele 
obţinute în procese de măsurare au un rol fundamental în stabilirea ideilor 
de bază ale fizicii. Prin realizarea unui experiment de fizică se asigură posi- 
pilitatea atingerii mai multor obiective, printre care : 

— observarea directă a unor fenomene fizice ; 

— familiarizarea cu aparatele folosite. Cunoașterea principiilor de func- 
tionare a aparatelor si înţelegerea posibilităţilor de utilizare ale acestora 
în diterite experimente, reprezintă elemente esenţiale în pregătirea unui expe- 
rimentator; . 

— însuşirea diferitelor metodologii de realizare a experimentelor. Este 
necesar să se realizeze o astlel de instalație experimentală încît másurárile 
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să poată fi efectuate cu o precizie optimă, fiind posibilă înlăturarea sau cel 
puțin cunoașterea diferiților factori ce pot influenţa rezultatele măsurării 
respective. 

Înaintea efectuării unui experiment este necesar să ne asigurăm că 
instalația realizată lucrează în regim tehnic corespunzător. În acest sens 
se măsoară unele caracteristici la probe cu proprietăţi cunoscute. De exem- 
plu dacă dorim să măsurăm coeficientul termic de variaţie a rezistivitátii 
pentru o substanţă nou obţinută va trebui mai întîi să ne asigurăm că prin 
măsurările efectuate în cazul unui material cunoscut obținem valoarea coefi- 
cientului termic de variaţie a rezistivitátii, dată în tabele. 

Aşa cum am văzut în capitolul 2 precizia rezultatelor obținute este 
determinată de precizia măsurării mărimilor ce intră în calcul si nu de pre- 
cizia efectuării calculelor. 

Aceasta impune o atentă evaluare a preciziei datelor primare (oblinute 
direct din experiment) și aprecierea cifrelor semnificative corecte ce pot fi 
obţinute prin calcul. 


1. METODE DE MĂSURARE 


Scopul oricărei măsurări este determinarea, cu o precizie cit mai mare, 
a valorii mărimii măsurate. De obicei, mărimea fizică măsurată, se numeşte 
măsurand. 

În aprecierea corectitudinii unei măsurări trebuie să ținem seama de 
о serie de factori cum ar fi: 

— metodele de măsurare adoptate ; 

— mijloacele de măsurare utilizate ; 

— condiţiile in care se efectuează măsurarea, precum si 

pregătirea profesională, aptitudinile şi atenţia experimentatorului. 

Procedeele raţionale de executare a operaţiilor de măsurare reprezintă 
metodele de măsurare. Toate metodele de măsurare se bazează pe un feno- 
men fizic care determină principiul de măsurare. De exemplu, măsurarea 
forţelor cu dinamometrele, resorturi elastice prevăzute cu rigle pentru măsu- 
rarea alungirilor, se bazează pe faptul că alungirea arcului este proporţională 
cu forța aplicată. De asemenea dilatarea corpurilor este un fenomen fizic 
care poate constitui unul din principiile de măsurare a temperaturii. Trebuie 
însă subliniat că pe lîngă stabilirea fenomenului fizic, pe baza căruia pot fi 
efectuate unele măsurări, este necesar să se stabilească corpul sau materialul 
care corespunde, cel mai bine, cerinţelor impuse de condiţiile măsurării. 
De exemplu, dintre termometrele de sticlă cu lichid cele mai răsp îndite sînt 
termometrele cu mercur. Aceasta deoarece mercurul (реши unele calitáti 
deosebite са: 


— nu udă sticla; 
— se obline uşor sub formă pură, din punct de vedere chimic; 


— rămîne in stare lichidă, la presiunea normală, într-un interval larg 
de temperatură (de la —38,6 la + 356,70); 

— coeficientul de dilatatie termică variază foarte puţin cu temperatura 
ceea ce permite ca scara termometrului să rămînă aproape liniară pînă la 
200°C ; 
^. — căldura specifică a mercurului este relativ mică (138 J/kg grad, 
faţă de 2510 J/kg grad pentru spirt si 4 180 J/kg grad pentru apă). Din 
această cauză inerția termometrelor cu mercur este mică. 

Metodele de măsurare pot fi clasificate după mai multe criterii. Din 
punct de vedere al modului de obţinere a valorii măsurate, deosebim : 

— metode de măsurare directă; 

— metode de măsurare indirectă ; 

— metode de măsurare combinată. 

a) Metoda de măsurare directă reprezintă metoda de măsurare prin care 
valoarea măsurată a unei mărimi fizice se obţine direct, fără a mai fi nevoie 
de calcule suplimentare, bazate pe dependenţa funcțională а mărimii măsu- 
rate de alte mărimi fizice. De exemplu, măsurarea temperaturii cu ajutorul 
unui termometru este o metodă de măsurare directă. De asemenea, prin 
utilizarea unui aparat de măsură ca voltmetru, ampermetru etc. se efectuează 
măsurări directe. 

În cazul măsurărilor directe se folosesc relaţii de forma: 

= Nou, (5.1) 


unde z este valoarea măsurată a mărimii fizice, N este numărul de diviziuni 
pe scala aparatului folosit, iar u este valoarea unei diviziuni. Dacă măsurăm, 
de exemplu, rezistența unui rezistor, cu ajutorul unui ohmmetru care are 
100 de diviziuni, iar întreaga scală corespunde la 1 КО, rezultă că: 


10° 
100 


= 10 О. 


uU = 


În cazul cînd acul ohmmetrului indică N = 25 de diviziuni înseamnă 
că rezistorul măsurat are rezistența = R 25-10 — 250 О. 

b) Meloda de măsurare indirectă reprezintă metoda de măsurare prin 
care se determină valoarea unei mărimi fizice pe baza măsurărilor efectuate 
prin metoda de măsurare directă asupra altor mărimi fizice, care sînt uidi 
de mărimea de măsurat printr-o ‘relație cunoscută. Deci în cazul utilizării 
metodelor de măsurare indirectă, mărimea fizică ce ne interesează se obține 
în urma măsurării concomitente, prin metoda de măsurare directă, a două 
sau mai multe mărimi fizice. Dacă vrem să măsurăm valoarea unei mărimi 
fizice Z atunci: 


Z —f(Ny Nis: Uy igei 3), (5.2) 


unde N,, Na... sînt rezultatele măsurărilor directe, iar щу, uz... reprezintă 
valorile unei diviziuni pentru aparatele utilizate. De exemplu, rezistența R 


a unui rezistor poate fi măsurată si prin măsurarea directă a tensiunii U si a 
intensității Z a curentului electric prin rezistor, utilizînd un ampermcGtru, 
un voltmetru si o sursă de tensiune electromotoare. În acest caz funcţia f 
din relaţia (5.2) reprezintă legea lui Ohm. 

c) Melodele de măsurare combinale sint metodele prin care, determinarea 
valorii unei mărimi fizice, se face printr-o serie de măsurări ale aceleiași 
mărimi fizice sau ale cîtorva mărimi lizice de aceeași natură. Măsurările se 
deosebesc între ele prin faptul că se execută în alte condiţii sau în altă com- 
binatie a mărimilor în cauză, valoarea mărimii fizice măsurate obtinindu-se 
prin rezolvarea unor ecuații. | 

De exemplu, putem obline densitatea unui corp solid, de volum V necu- 
noscut, dacă măsurăm greutatea corpului, aflat odată in aer, iar altă dată 
în apă. Fie G, greutatea corpului cînd acesta se află în aer, iar G, greutatea 
aceluiaşi corp cînd se află în apă. Neglijînd densitatea aerului si notînd си р 
densitatea corpului, iar cu pa densitatea apei, avem: 


Vog = Gi 
Ү(р — pag = Gs. 
de unde 
B 60 
e Бер Pa G, 
sau 
ЧЄ. 5.8 
G "à G, Pa: (о. ) 


Deci in acest caz se măsoară aceeaşi mărime fizică și anume greutatea 
corpului, dar în condiţii diferite. Densitatea p a corpului se obţine prin rezol- 
varea ecuaţiilor care reflectă condiţiile fiecărei măsurări. 

Metodele de măsurare directă se împart la rîndul lor în: 

— melode de măsurare prin comparare care se bazează pe compararea 
valorii mărimii fizice ce urmează a fi măsurată cu o valoare cunoscută a 
unei mărimi fizice de aceeași natură cu măsurandul. De exemplu, măsurarea 
volumului unui lichid cu o măsură de capacitate ; 


— metode de măsurare prin substiluție reprezintă metodele de măsurare 
în care după stabilirea efectului produs de măsurand (de exemplu devierea 
care să producă același efect. Aceste metode pot fi utilizate, de exemplu, la 
măsurarea rezistenţei electrice a unui rezistor. Dacă se stabileşte indicatia 
aparatului de măsură, cînd în circuit se află rezistorul de măsurat, se înlo- 
cuiește rezistorul de măsurat cu un alt rezistor, cu o rezistenţă de valoare 
cunoscută, dar astfel aleasă încît să se obțină aceeași deviere a acului. indi- 
cator al aparatului de măsură ; 
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— melode de măsurare diferențiale, prin care se compară mărimea fizică 
de măsurat cu o altă mărime fizică de aceeași natură, de valoare cunoscută 
si care diferă puţin de valoarea mărimii fizice de măsurat, müsurindu-se 
diferența valorilor celor două mărimi fizice. De obicei, aceste metode de 
măsurare, se utilizează la verificarea măsurilor de lungime etalon cu ajutorul 
comparatoarelor ; 

— melode de măsurare de zero (sau de echilibru), reprezintă metodele 
de măsurare în care diferenta între valoarea mărimii de măsurat si valoarea 
mărimii fizice cunoscute, cu care se compară valoarea măsurandului, se 
reduce la zero. Ca exemple de metode de măsurare de zero, amintim : 

— cintárirea cu ajutorul unor balante cu braţe egale, cînd poziţia finală 
de echilibru a balanței este aceeași cu poziția iniţială, cu platanele libere; 

— măsurarea rezistentelor electrice au ajutorul unei punti Wheatstone ; 

— metode de măsurare prin coincidență, reprezintă metodele de măsurare 
în care un şir de gradatii sau semnale uniforme si determinate se compară 
cu un alt sir de gradatii sau semnale de același fel, observindu-se coincidenta 
lor, pe baza cáreia se айй valoarea márimii de másurat. Ca exemplu, de má- 
surare prin coincidenţă amintim măsurarea timpului cu ajutorul semnalelor 
orare. Dacă dorim să stabilim modul în care funcționează ceasul de care 
dispunem, verificám dacă indicaţiile ceasului coincid cu semnalele transmise 
la radio etc. 

— metode de măsurare prin iranspozilie, sînt metode de măsurare in 
care se determină initial mărimea de măsurat A, obtinindu-se pentru aceasta 
valoarea ту, prin comparare cu altă mărime fizică В, de aceeaşi natură cu 
măsurandul. După aceasta se schimbă locul mărimilor A si B alegindu-se 
o astfel de valoare z, a mărimii B incit să fie echilibrată valoarea másuran- 
dului A, iar valoarea mărimii măsurate este 2 = (x,25)!/.. 

Metoda de măsurare prin transpozilie se utilizează pentru a determina 
masa M a unui corp si este cunoscută sub numele de metoda de cîntărire 
Gauss (sau metoda dublei cîntăriri). Notînd cu l, si l, lungimile braţelor 
unei balante obţinem : 


Mgl, = Mgl, 
şi 
Mgl, = М9}, 

de unde 

M M, 

M, M 
sau 

M = (MM)? (9.4) 


unde M, si М» reprezintá masele corpurilor care echilibreazá greutatea Mg 
a corpului de măsurat, în cele două experienţe de cîntărire. 
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Alegerea: uneia sau alteia din metodele de măsurare indicate depinde 
de mai multi factori, printre care amintim : r 

— Valoarea mărimii de măsurat, 

— precizia necesară, 

— timpul necesar pentru efectuarea măsurării, 


— condiţiile în care se efectuează măsurarea si aparatura de care dis- 
punem etc. 


5.2. MIJLOACE DE MĂSURARE 


Mijloacele de măsurare reprezintă acele mijloace cu ajutorul cărora se 
pot determina valorile mărimilor de măsurat. În schemele de principiu, 
care indică diterite măsurări, mijloacele de măsurare se reprezintă printr-un 
dreptunghi. Mărimea de măsurat constituind un semnal de intrare, iar va- 
loarea obținută prin măsurare, semnalul de ieșire (fig. 5.1). 

Mijloacele de măsurare fiind în număr mare și foarte variate, acestea 
sînt clasificate după mai multe criterii. Criteriile după care pot fi clasificate 
mijloacele de măsurare pot fi: 

— complexitate ; 

— sarcinile (rolurile) mijloacelor de măsurare în cadrul unei instalaţii ; 

— forma semnalelor de intrare si de ieșire; 

— din punct de vedere metrologic. 

5.2.1. Clasifiearea mijloacelor de măsurare după complexitate. 

Din punctul de vedere al complexităţii mijloacelor de măsurare se îm- 
part în: 

a) măsuri ; 

b) aparate de măsurat; 

c) instalaţii de măsurare. 


Vom indica unele caracteristici ale acestor grupări ale mijloacelor de 
măsurare. 


a) Măsuri. Măsurile sînt cele mai simple mijloace de măsurare care 
concretizează unităţile de măsură ale mărimilor fizice. 


În operaţiile de măsurare unele măsuri se utilizează independent, iar 
altele cu ajutorul unui aparat de măsurat. Astfel măsurile de capacitate 
sau riglele de măsurat se utilizează independent iar greutăţile (măsuri de 

masă) se pot utiliza numai cu aju- 
Valoáre torul aparatului de măsurat, care 
masură _ їп cazul de faţă este balanţa. 
Semnal de '* 
iesire Putem avea măsuri cu valoare 
Fig. 5.1. unică si măsuri cu valori multiple. 
De exemplu, másuri care indicá 


Marime de 
masura! 


Semnal de 
intrare 


Mijloc de 
măsurat 
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un kilogram, un litru ete. sînt măsuri cu valoare unică, iar măsuri ca riglele 
gradate sînt măsuri cu valori multiple. 

Caracteristica măsurilor constă în faptul, că acestea nu posedă nici un 
element care poate fi deplasat în timpul efectuării măsurării. 

De multe ori un grup de măsuri, pentru aceeași mărime fizicá se asociază 
în serii sau truse de măsuri. Astfel avem truse de greutăţi pentru efectuarea 
unor cintáriri etc. 

b) Aparate de măsurat. Prin aparate de măsurat înţelegem mijloacele 
de măsurare care, conținînd cel puţin o măsură, se utilizează la compararea 
directă sau indirectă a mărimii de măsurat ca unitatea de măsură. Din punc- 
tul de vedere al modului de măsurare, putem avea: 

— aparate cu citire directă, care indică direct valoarea mărimii măsurate. 
De exemplu, dacă se măsoară intensitatea curentului electric cu ajutorul 
unui ampermetru, se citeşte direct valoarea intensității curentului ; 

— aparate de comparare reprezintă aparatele care indică egalitatea 
valorii mărimii fizice măsurate, cu o valoare cunoscută a unei mărimi fizice 
de aceeași natură cu măsurandul. De exemplu balanţa simplă, cu brațe egale, 
este un aparat de măsurat, de comparare. De asemenea, cînd se măsoară 
rezistența unui rezistor, cu ajutorul unei punti, indicatia de zero a galvano- 
metrului arată că rezistența măsurată este egală cu o altă rezistență de va- 
loare cunoscută ; 

— aparale diferențiale, care se utilizează pentru măsurarea unei dife- 
rente între valoarea mărimii de măsurat si valoarea cunoscută a unei mărimi 
de aceeaşi natură cu măsurandul. De exemplu, un manometru cu lichid 
(de obicei mercur), în formá de U. O ramură în U comunică cu atmosfera, 
iar cealaltă ramură comunică cu un gaz la presiunea p. Dacă p, este pre- 
siunea atmosferică, iar h este diferența de nivel a lichidului din cele două 
ramuri ale manometrului, atunci 


p — рь = =eg9h. (5.5) 


Deci manometrul cu lichid poate fi considerat, un aparat de măsurat dife- 
rential. 

Din punct de vedere al modului de obtinere a valorii márimii de má- 
surat, aparatele de másurat se impart їп: 

— aparate indicaloare, la care valoarea mărimii de măsurat este datá 
printr-o simplă indicație, fără să se imprime sau să se intregistreze indicatia 
respectivă ; 

— aparate înregislraloare, care înregistrează indicaţiile sau informatiile 
obţinute prin efectuarea unei măsurări ; 

— aparate integraloare, care determină valoarea unei mărimi fizice 
printr-o metodă de integrare (sumare) succesivă. De exemplu, controlul de 
energie electrică este un aparat integrator, deoarece indică rezultatul obținut 
prin sumarea succesivă a valorilor energiei electrice consumate, într-o pe- 
rioadă de timp, de către consumator. 


9 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 129 


c) Instalaţii de măsurare. О insta- 
Ја{іе de măsurare reprezintă un mijloc de 
măsurare constituit din mai multe mă- 
suri si aparate de măsurat, situate în 
fluxul semnalului de intrare. De aseme- 
nea, instalaţiile de măsurare cuprind si 
dispozilive auxiliare de măsurare, care nu 
sint situate în fluxul semnalului de in- 
trare, dar pot servi la : 

— mentinerea valorilor unor parametri exteriori intre limite stabilite ; 

— usurarea efectuării operaţiilor de măsurare ; 

— schimbarea domeniului de măsurare a unui aparat de măsurat. 

Ca exemplu de dispozitive auxiliare de măsurare, putem aminti, termo- 
statul care servește pentru menținerea unei temperaturi constante, in timpul 
măsurării, lupa, care ușurează citirea indicaţiilor aparatelor de măsurat sau 
nivel cu bulă de aer, care servește pentru asigurarea poziţiei de lucru unui 
aparat ete. 

În figura 5.2 se indică instalaţia de măsurare utilizată pentru măsurarea 
randamentului unui fierbător electric, vas în care apa poate fi încălzită, prin 
absorbţia căldurii degajate de rezistenţa R, montată în pereţii vasului. Dacă 
în timpul / apa isi ridică temperatura de la 0, la 0, atunci: 

Q, те(05 —0,  mc(0, — 0), 


Ü RIE UIl 


е 


Fig. 5.2. 


(5.0) 


unde 
m este masa apei din vas; 
с - căldura specifică a apei. 
Rezistenţa R este alimentată de la sursa de tensiune electromotoare E. 
Se utilizează trei aparate de măsură voltmetrul V, ampermetrul A si termo- 
metrul Т. Ca dispozitive auxiliare de măsurare sint : 
— cronometrul cu care se măsoară timpul 1; 
— stalivul S necesar pentru fixarea termometrului T ; ré 
—  întrerupătorul К etc. Я 
5.2.2. Clasifiearea mijloacelor de măsurat după “sar 
cinile lor în cadrul unei instalații de măsurare. Pentru 
înţelegerea clasificării mijloacelor de măsurat, după rolul 
acestora în cadrul unei instalații de măsurare, vom con- 
sidera instalaţia de măsurare a temperaturii cu ajutorul 
termometrului cu rezistenţă. În figura 5.3 se indică ter- 
mometrul cu rezistenţă și simbolul acestui termometru 
cu instalaţiile de măsurare. Dacă la temperatura f =0°C, 
rezistența firului metalic este Ry alunci la temperatura f, 
rezistența R este : 


Simbol 


R = Ry + al). Fig. 5.3. 
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Fig. 5.4. 


Se folosesc metale са Pt pentru саге a = 0,385:10-”" grd^ si Ni cu 
а = 0,6017-10-? атат. : 

Instalaţia de măsurare a temperaturii cu ajutorul termometrului cu 
rezistenţă este indicată în ligura 5.4. 

Termometrul de rezistență este montat în unul din brațele punţii utili- 
zate. Dacă initial sistemul, rezistentele Reo Rea; Rea si termometrul, se 
află la temperatura î;, care de regulă este temperatura camerei atunci rezis- 


tenta termometrului este 
| R, = Ry + al). 
Din figura 5.4: rezultă 4 
iit $ L(R; + Raj = О, 
Ia(Roa + Rea) = U 
sau 


i U 
Доке аЛ — — 
R, ale Rap Roa ETA Rea 


H 


Tensiunea de la ieșire U, este: 


B opm c EE goo asi c Ea |= 
HERES i i В, F Ras Кыа + Rea 


i U R, Roa n Ra Rea ge RaBs Pn Ric Rua A 
m ИТҮ ЧИГЕ; 


Gy F К.) (Ка + Rea) 
Alegind rezistentele 
Raci 
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h Rea t. Rahova (5.7) 


Rpa = Rea R', obtinem 


PRERE _ 
2R2R' 


U, 


Dacá termometrul se află la temperatura /, atunci rezistenţa termo- 
metrului este I 


R.,h(1 +- als), 
iar tensiunea U, va fi: 


u. =U (R.— R)R URR _ U вә —1). 
4 R,R' 4—0; 4 R 


ч 


(5.8) 


Am înlocuit la numitor R, prin R,, deoarece dacă Ra — В, = AR atunci 
AR < R; AR < R.. = 

Vedem că tensiunea U, este proporțională cu diferența de. temperaturá 
(fz — 1). Cu ajutorul amplificatorului A se amplifică tensiunea U, pentru 
a putea fi măsurată cu voltmetrul V, gradat direct în SR | 

Din punctul de vedere al rolului aparatelor de măsurat în cadrul unei 
instalaţii avem : | 

а) Caplorul care este un aparat de mšsurat care capteazá mărimea 
de măsurat la intrare si emite la ieșire un semnal de măsurare, corespun- 
zütor. De exemplu în schema din figura 5.4 termometrul cu rezistentá, repre- 
zintá captorul. 

b) Adaptorul este un aparat de măsurat dintr-o instalație situat între 
captor si emiţător, avînd diferite funcţii în instalaţia de măsurare, ca de 
exemplu puntea de măsurat si amplificatorul în instalaţia din figura 5.4. 

c) Emiţălorul este un aparat de măsurat care livrează valoarea măsu- 
rată a mărimii de măsurat. 

De multe ori emițătorul este prevăzut cu dispozitive care furnizează 
informații suplimentare la valoarea măsurată. Astfel avem aparate de semna- 
lizare, emițător de semnal limită, semnalizator cu valoare limită etc. 

Emitàštoarele pot fi directe si indirecte. 

Emitülorul direct lurnizează valoarea măsurată într-o formă direct .inte- 
ligibilă pentru observator. 

Dintre emitátoarele directe cele mai utilizate amintim indicatoarele, 
inscriptoarele si numărătoarele. 

Indicalorul este un emiţător direct care permite citirea directă a valorii 
măsurate. Indicatorul analog furnizează valoarea măsurată cu ajutorul unui 
indicator pe o scală (exemplu aparatele cu indicator). Indicatorul digital 
furnizează valoarea măsurată în formă de numere, adică în valori discrete 
ale indicatiei. 
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Înregistratorul reprezintă un emiţător direct care înscrie valoarea măsu- 
rată — de cele mai multe ori proporţională cu timpul — pe o bandă mobilă, 
pe o diagramă ete. 

Numărălorui este: un emiţător direct care livrează valoarea mărimii 
măsurate, ca-sumă sau integrală în timp, într-o formă directă si vizibilă. 

Emilătorul indirect furnizează valoarea mărimii măsurate într-o formă 
care poate fi reeunoscută numai cu dispozitive sau cu cunoștințe speciale. 
De exemplu dacă în cazul schemei din ligura 5.4 scala voltmetrului V este 
gradată în volti, pentru aflarea variaţiei temperaturii (f; — /,), este necesar 
să cunoaştem formula (5.8) si valorile mărimilor ce intră în această formulă 
ear Us etc. 

Trebuie subliniat că aparatele cu rol de adaptor (puntea de măsurat si 
amplificatorul, fig. 5.4) utilizează energie exterioară pentru a putea func- 
{Чопа normal. Sursele de energie exterioară constituie, de foarte multe ori; 
surse perturbatoare pentru semnalul de intrare. Aceasta conduce la faptul 
că mărimea măsurată nu corespunde fidel mărimii de măsurat, ci doar o 
valoare aproximativă, care trebuie prelucrată și corectată după anumite legi. 


5.2.3. Clasiliearea mijloacelor de măsurare după forma semnalului. Din 
punctul de vedere al formei semnalului mijloacele de măsurare se împart 
în două grupe: traductoare si convertizoare. 

Traductorul de măsurare reprezintă un mijloc de măsurare care este 
utilizat în scopul transformării mărimii de măsurat într-o altă mărime de- 
pendentă. de ‘semnalul de intrare. De exemplu, termometrul cu rezistență 
poate li considerat un traductor de măsurare deoarece transformă semnalul 
de intrare — temperatură în °G — în semnalul de ieșire — rezistența R în О. 
De asemenea termocuplul este:tot un traductor de măsurare. În sistemele 
de reglare automată a diverselor procese tehnologice, traductoarele de măsu- 
rare prezintă o deosebită importanţă. 

Convertizorul este un aparat de măsurare. la care semnalul de intrare 
diferă structural de semnalul de ieșire. Putem avea convertizorul analog-di- 
gital, care transformă semnalul de intrare analog în semnal de ieșire digital 
sau convertizorul digital-analog, care transformă un semnal de intrare digital 
într-un semnal de ieșire analog. 


5.2.4. Elemente de indicație ale mijloacelor de măsurare. Asa cum am 
mai arătat, funcţionarea oricărui mijloc de măsurare se bazează pe aplicarea 
unui fenomen fizic, care constituie principiul de măsurare, denumit si prin- 
cipiul de funcţionare al mijlocului de măsurare respectiv. De exemplu, func- 
tionarea unui galvanometru se bazează pe funcționarea dintre cîmpul mag- 
netic al unui magnet permanent și cîmpul magnetic al unui curent electric. 
Această interacţiune are ca efect rotirea unui sistem mobil, în funcţie de 
intensitatea curentului electric. Nu ne vom ocupa de elementele constructive 
ale mijloacelor de măsurare, care sînt foarte diferite, depinzind de principiul 
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de funcționare utilizat, ci numai de elementele care permit citirea rezulta- 
tului obținut in urma efectuării unei măsurări, cu ajutorul unui ї-аратаЁ de 
măsurare cu citire directă. 

Rezultatul unei măsurări se consideră indicatia mijlocului de măsurare 
utilizat, indicație care este dată de un element mobil ce se poate deplasa 
în dreptul unei serii de repere numerotate care constituie scara gradată. 
Deci primul element de citire al unui mijloc de măsurate este scara gradală : 

a) Scara gradată — reprezintă totalitatea reperelor dispise de-a lungul 
unei linii drepte sau curbe, care corespund unui sir de уг alori succesive ale 
mărimii de măsurat. Alte elemente de citire sint: 

b) Reperele sînt semnele, de regulă trăsături, care limitează diviziunile 
scării gradate respective. Reperele pot corespunde uneia sau mai multor 
valori determinate ale mărimii de măsurat. Dacă scara gradată se utilizează 
pentru uu singur interval de măsurare a unei mărimi fizice, reperele cores- 
pund unei valori determinate ale mărimii respective. În cazul în care aceeaşi 
scară gradată se utilizează pentru mai multe intervale de măsurare ale unei 
mărimi fizice, reperele corespund mai multor valori determinate ale mărimii 
măsurate. 

c) Diviziunea este intervalul dintre axele a două repere consecutive ale 
scării gradate. 

d) Valoarea diviziunii reprezintă valoarea exprimatá în unităţi ale má- 
rimii de măsurat, corespunzătoare unei diviziuni. 

e) Baza scării gradale este linia (de obicei neindicată) care trece prin 
mijlocul reperelor celor mai scurte ale unei scări gradate (liniile discontinui 
fig. 5.5). 

î) Lungimea diviziunii reprezintă lungimea rectilinie sau curbilinie (în 
funcție de forma bazei scării), măsurată în lungul bazei scării, între axele 
a două repere consecutive. 

g) Cifrarea (sau numerolarea) reprezintă ansamblul numerelor înscrise 
în dreptul reperelor de pe scara gradată. 

h) Indicele este partea dispozitivului de indicare (ca de exemplu ac 
indicator (fig. 5.6) spot luminos, suprafața de lichid etc.) în dreptul căreia 
se face citirea pe scara gradată. 

i) Cadranul este suprafaţa fixă sau mobilă pe care se află una sau mai 
multe scări gradate. Cadranul poate fi plan, cilindric sau tronconic. Cadra- 
nele cilindrice si tronconice se mai numesc și tambure gradate. 


j) Limitele scării gradale reprezintă va- 


(id 2" 3 4 8 6 7 8 


lorile maxime $i minime corespunzátoare 
reperelor extreme ale unei scári gradate. 
Deosebim urmátoarele tipuri de scári gra- 


( date, in functie de pozitia reperului zero 
Fig. 5.5. fatá de limitele scárii gradate. 


Scarü gradată | unilalerald, cînd 
una dintre limitele scării gradate este 
zero. 

Scară gradată bilaterală la саге 
reperul zero este intre limitele scárii 
gradate, si 

Scară gradată cu zero decalal la 
care reperul zero este exterior limite- 
lor scárii gradate. 

Їп functie de valorile diviziunilor, 
scările gradate se împart in: 

к) Scări gradate liniare pentru 
care, distanța între două repere suc- 
cesive (lungimea diviziunii) este propor- Fig. 5.6. 
tional cu valoarea diviziunii respective. 

Scările uniforme la care diviziunile au aceeași lungime si aceeaşi valoare 
pe toată scara gradată, sint un caz particular al scării liniare. 

1) Scări gradale neliniare, la care lungimile diviziunilor nu sînt propor- 
tionale cu valorile acestor diviziuni. Ca exemplu de scări gradate neliniare 
putem avea scările neliniare pátratice, logaritmice ete. 


5.2.5. Noţiuni metrologice privind indicaţiile mijloacelor de măsurare. 
În procesul de măsurare a unei mărimi fizice, se utilizează măsuri, aparate 
sau instalaţii de măsurare. Este evident că se impune ca termenii folosiţi, în 
diferite tipuri de măsurări, să fie definiti în mod univoc. Utilizarea, în mod 
greșit, a unor termeni, folosiţi pentru desemnarea elementelor principale care 
participă la obţinerea valorii mărimii de măsurat sau care aparţin măsurilor 
sau aparatelor de măsurat, poate conduce la concluzii eronate pe cei care 
utilizează în scopuri practice rezultatelor másurárilor. 

Vom defini, în acest sens, unii termeni metrologici care se utilizează 
în toate domeniile de măsurare. 

a) Valoarea nominală a unei măsuri este valoarea înscrisă pe măsură 
şi se determină cu ajutorul mijloacelor de măsurat etalon. Deoarece se intil- 
nese măsuri cu valoare unică si măsuri cu valori multiple avem: 

Valoarea nominală totală a unei măsuri care reprezintă valoarea totală a 
mărimii reproduse de măsură, fiind înscrisă pe măsura respectivă. De exem- 
plu în cazul unei rigle gradate cu lungimea de 30 cm, lungimea cuprinsă 
între reperele zero şi 30 cm, reprezintă valoarea nominală totală a riglei. 

Valoarea nominală parțială a unei măsuri este valoarea mărimii parţiale 
reprodusă de măsură și înscrisă pe această măsură. De exemplu fiecare lun- 
gime delimitată de ре reperul zero si un reper oarecare, cu excepția reperului 
zero al riglei gradate, reprezintă o valoare nominală parlialá a lungimii riglei. 

b) Citire este numărul citit la măsurare pe scara gradată, în dreptul 
indicelui. 
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с) Conslanta unui арага! de măsurat reprezintă raportul dintre valoarea 
mărimii de măsurat şi citire. De obicei constanta aparatului de măsurat se 
scrie pe cadranul aparatului sub forma : X 1, X 10, X 100 etc. 

d) Indicaţia unui aparat de măsurat reprezintă valoarea mărimii măsurate 
rezultată din înmulţirea citirii cu constanta aparatului respectiv. 

e) Valoarea nominală a unei diviziuni a scării gradate, este valoarea în- 
scrisă pe scara gradată a aparatului de măsurat. 

f) Limita superioară de măsurare a unui mijloc de măsurare oarecare 
este valoarea mărimii de măsurat peste care rezultatele másurárilor' pot fi 
afectate de erori de măsurare mai mari decit limita superioară a erorii tole- 
rate a mijlocului de măsurare respectiv. 

g) Limila inferioară de măsurare a unui mijloc de măsurare este valoarea 
mărimii de măsurat sub care rezultatele măsurărilor pot [i alectate de o 
eroare superioară erorii tolerate a acestui mijloc de măsurare. 

. h) Domeniul de măsurare a unui mijloc de măsurare este diferența între 
limita superioară și cea inferioară de măsurare. 

i) Valoarea efeclivă a unei măsuri, respectiv valoarea efeclivă a diviziunii 
unei scări gradate este valoarea acelei măsuri, respectiv a acelei diviziuni 
determinate cu ajutorul mijloacelor de măsurare etalon. 

1) Valoarea efectivă a unei mărimi de măsurat este valoarea măsuran- 
dului respectiv, obţinută cu ajutorul mijloacelor de măsurare etalon. 


k) Valoarea individuală a unei mărimi este valoarea obținută pentru 
mărimea respectivă printr-o singură operaţie de măsurare. În măsurări teh- 
nice, de obicei, rezultatul măsurării exprimă valoarea individuală a mărimii 
indicate. Trebuie subliniat că valoarea individuală a unei măsurări nu este 
Valoarea obținută direct prin efectuarea măsurării, ci valoarea care rezultă 
în urma introducerii unor corectii legate de erorile sistematice ale mijloa- 
celor de másurare utilizate. 


1) Valoarea adevărată a unei mărimi (valoarea măsurandului, simbol Zo) 
este valoarea riguros exactă, neafectată de erori, a unei mărimi. Deoarece 
erorile de măsurare nu pot fi evitate în totalitate, stabilirea valorii adevă- 
rate a unei mărimi este principial imposibilă. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


5.1. Pentru măsurarea rezistenţei R, a unui rezistor se utilizează puntea cu fir (fig. P.5.1). 
Valoarea rezistenței cunoscute R este dată cu o eroare relativă procentuală de 1%. Pentru 
valoarea R = 10 О se obţin rezultatele l, = (618 + 2) mm, l= l, + 1,= 1200 mm. Erorile 
ce afectează lungimea totală l а firului se neglijează. 

Se cere: 

a) Să se calculeze valoarea rezistenţei Bg 

b) Eroarea absolută, eroarea relativă şi precizia de măsurare a rezistenţei Ras 
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Er 


R 


Fig. P; 52. 


ii i за 1:83 'se“indice de 
с) Să se discute dependenţa erorii relative дА, de valoarea L si să se indice mcdul 


măsurare astfel încit eroarea relativă А, să fie minimă. 


Hs ; 
а) В, = nc = R-—L—- 10,62 Q; 
L e d 

AR, AR АК AN — 1) 
b) — а 4 2 

R, R A = 
De unde 


1 ws 
$R, = An, = òR + òl, +— AL = 16-107? 
т 1% 
АВ, = R,-8 R, = 0,2 Q 
R,-— (10,6 + 0,2) О 
1 1000 


Р = 


с) Din formula 


1 
8n,— 8R + 8l, -+ — Al 


1*3 
ini > 3 & :ă acest factor 
se vede că SR, va fi minimă dacă factorul I/L,1, este minim. Este ușor de văzut că acest 1а 
este minim dacă l, = 1, = l/2. Deci SR, va fi minim dacă R, 5 R: BT Di m 
Se poate verifica cá in cazul cmd R= 1 Q si L= (1097 + 2) mm eroarea ă 


R, este mai mare decit cea calculată. | _ | - 
| А ] { 4 3 i ă internă В, intensitatea 
5.2. Se măsoară, cu ajutorul unui ampermetru de rezistenţă inte 7 


curentului electric dintr-un circuit (fig. P.5.2). 


Se cere : И 2З _ 
а) Sá se demonstreze cá eroarea relativá а intensității curentului, indicată de amper 
L te: 
metru, este ка LAZI k: " | 
EE. R RA? 

D) Să se indice în ce condiții această eroare poate fi neglijată. 
R š : : . : 
a) Intensitalea reală a curentului din circuit este 

E 

h= 
R+r 
are intensitatea măsurată a curentului din cireuit este 
E 
RARE 
E E Bils 
= — I= = = —— — U 
13 5 R+r R+ В, г В+ Е, +т 
Е 
Ө A . 
R+R +т 
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b) Dacă se impune ca intensitatea curentului prin circuit să lie delerminatá cu o pre 
Aras i ДИД T : i ini Ë 
cizie P stabilită atunci eroarea 81 poate fi neglijată dacă I 


R4 1 
—— < —. 
Ri- düz Er P 


É " К тт sai eat ZA ; л 
5.3. Se măsoară capacitatea calorică С a unui calorimstru si accesoriilor prin metoda 
У ; ke 1 rx x ; a 
amestecului. În calorimetru se află apă de masă M la temperatura l. După introducerea unei 


cantităţi de apa cu masa л 1 d ы 
asa 1 1а temperatura LG > t in calori tru s tabi te tem 1 
lura | a o) orimetru se sta este temperi 


Se cer expresiile pentru : 
а) capacitatea calorică С; 
b) eroarea relativă С; 
€) eroarea absolută AC. 


Erorile ce afectează valoarea căldurii specifice (c) a apei se neglijează 


а) C= Mc + бг, code e" 
DES 
b) 6 == Am „AM , At, Ë Al, n (L — „М 
т ИЙ "dod did. (H =YP 


с) AC = G+8CG. 
£ dad T 3 
І Pas Se pune problema cintàririi, cu precizie maximă, a unei probe de sulf cu masa no- 
r а]? — n + . ГЕ : | 
m а m = 32 g, cu ajutorul unei balante sensibile la diferente de mase mai mari decit 3 mg 
e asemenea se stie că braţele balanței i 
) S A antei considerate egale l, = l, = l= 8 ст, i alita 
diferă cu Al= 5 рт. A i : TUS 
Se cere să se stabilească dacă: 
а) este necesară efectuarea unei duble cintáriri; 
b) este necesară introducerea corecției datorită forţei arhimedice. 
Se dá: 
Densitatea greutăților etalon utilizate p, = 9 000 kg/m’. 
Densitatea aerului p, = 1,3 kg/m?. 
I 
a) Fie M masa etalon, avem : 


mgl = Mg - Al). 
Notăm ( ) 


m — M = Am. 
Deci 


Amgl 4- МОЛІ. 
Considerind m = M, obținem 
Am AL, Al 5.1071 


; Ат=т—=32 
т 1 1 


x 20-1074 = 2-107* g. 


noi ` E i ini 
А Deci, Pur Am < 3mg, diferența minimă de masă la care reacţionează balanța, efec- 
uarea dublei cintáriri nu micşorează eroarea de măsurare. 


b) Greutățile aparente pentru proba de sulf si pentru masa etalon folosită, sint : 


m 
G =-=] 9, 
e 


{м — po m) 0- 
| Pi 
Din condiția de echilibru 


m M 
(m p e a- (m- 20 p 
? р 


rezulti 
„|! =. E) = м: = d 
e Pi 


i- polei _ mi 1,44-10—* _ pp 04999855. (а + 0,0005) | 


Жашы е кы 
1 —: pole 


ЫШ 1— 6,4:107* 0,99935 
An = 0,0905 Ат = M -0,0005 = 39.0,0005 = 16 mg. | 
M | 
sci este necesară corectia datorată forţei arhimedice. | 
ks vi 1 ajutorul unei punți cu fir se folosește metoda 


5.5. Pentru măsurarea unei rezistenţe cu à 
iar cursorul C 


mişurării priu transpozitie. Dacă rezistența R, se aflá pe ramura AD (tig. 9-0, P 

apróximativ la mijlocul firului se obtine imdicatia de zero а galvanometrului gue п 35 E 

= 15,00 О. Se lasă cursorul in aceeaşi poziţie şi se trece rezistența R, în ranm =+: - i 

rezistorul Rinramura AD. în acest caz se obţine echilibru pentru R= R,= 16,08 О. Eroarea 

absolută în măsurarea rezistenţei R este AR= 0,02 О. 
Se сеге: | 
a) Să se calculeze valoarea rezistenţei Ву. 
b) Să se indice eroarea AR; comisà prin ef 


ectuarea acestel măsurări. 


R: 
L 
а) R,= Шут 
l 
h Sp =s 
1, 


пі = R.R,R,= ТЕ = 15,85 О 
R.(AR AR)_, 
b) АВ, = zt A 0,02 Q. 


Deci 
R, = (15,85 + 0,02) Q. 


аш ба unui condensator se dispune de : 


5.6. Pentru măsurarea capacit 
enta у = 50 Hz; 


— o sursă de tensiune alternativă cu frecv 
— un rezistor variabil Вх 
— о bobiná cu inductanta L variabilá ; 
— un ampermetru si un voltmetru. 
Se core să se indice două montaje pen 
capacităţi în functie de mărimile măsurate. | 
e j in figur 5 măsoară intensitatea I а curentului şi 
a) Se poate realiza montajul din figura P.5.3. Se i inter 
le condensatorului. Reaclanta capaci vá esie: 


tru màsurarea capacității C şi expresiile acestei 


tensiunea U la borne 


Də regulă se măsoară valorile I si U 
pentru diferite valori ale rezistenței R. 

b) Se realizează montajul din figura p.5.4 
si se măsoară intensitatea curentului I funcţie 
de inductauta L a bobinci. Se reprezintă grafic 
dependența Г = Г) (figura p.5.5) si se de- 


termină induelanta Lo pentru care I ceste 
maxim. Din condiția de rezonanță Р 
1 че Dr — 


dai" i Fig. P. 5.3. 
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6 


—sss maa 


INTRODUCERE iN TEORIA ERORILOR 
DE MÁSURARE 


se obţine: 


1 PN O a a i i 
C = —— 
о. 
E GX "NEM ROPA ^ Р 
5.7. Sá se indice modul în care poate fi determinat coeficientul de frecare a unui corp 


pe un plan înclinat dacă: 


a) unghiul « dintre planul înclinat si orizontală este fi | Prin eroarea absolută a unei măsurări înţelegem diferența dintre valoa- 
: s — SSS ыыы үн SE а ош я gi cota it ide ir 
b) unghiul z poate fi variat. i rea individuală v a unei mărimi si valoarea adevărată ту a mărimii respective : 
Ах = z — to (6.1) 


Asa cum am subliniat in paragratul precedent, valoarea ху a másuran- 
dului nu este accesibilă si deci această valoare trebuie substituită cu o va- 
loare conventional adevărată, care reprezintă valoarea másurandului ce 
diferá neglijabil de valoarea adevărată. De multe ori, valoarea adevărată 
este substituită de valoarea efectivă a mărimii de măsurat. Acest lucru nu 
este totdeauna posibil si pe de altă parte si valoarea efectivă a mărimii res- 
pective este la rîndul ei afectată de erori de măsurare. i 

În teroia erorilor de măsurare se încearcă să se răspundă la următoarele 
trei întrebări fundamentale, care se pun în procesul de efectuare a măsură- 
rilor şi de prelucrare a datelor obținute. 


a) Cum se poate găsi valoarea cea mai bună pentru mărimea sau mări- 
mile măsurate, ре baza unui număr de măsurări efectuate ? 


b) Cum se poate găsi un număr care să caracterizeze precizia medie a 
uneia din măsurările efectuate ? 


c) Cum se poate găsi un număr care să caracterizeze precizia valorii pe 
care o considerăm cá aproximeazá cel mai bine valoarea adevărată my 

Înainte de a încerca să răspundem la aceste întrebări, să ne ocupăm 
intii de unele probleme privind erorile de măsurare. 

De cele mai multe ori se utilizează în locul erorii absolute (6.1) valoarea 
absolută a erorii de măsurare : 


lAz| =|z —z|. ^ (6.2) 
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Eroarea relativă de măsurare este raportul dintre valoarea absolută a 
erorii de măsurare si valoarea adevărată m, 5 


ы. LAS 
ie, (6.3) 


To 


De exemplu dacă pentru rezistența unui rezistor rezultatul unei măsu- 
ба . M DEN S aw oT el š A 
rări este R = 251,3 О, iar valoarea efectivă a rezistenței este R, = 250 О 
atunci eroarea absolută este 


AR = 251,3 — 250 = 1,3 О, 


iar eroarea relativă este: 


AR 1,8 
К ч E | аа 0,0052 = 0,52%. 
to adn 


6.1. ERORILE DE MĂSURARE ALE MIJLOACELOR 
DE MĂSURARE 


Este cunoscut faplul că indicaţiile mijloacelor de măsurare depind nu 
numai de valorile mărimii de măsurat, ci si de o serie de factori externi ca 


presiunea atmosferică, umiditatea, intensitatea cîmpurilor electromagnetice 


exterioare, cimpuri de radiaţii ete. Mărimile care nu fac obiectul măsurării, 
dar care au o influență asupra indicaţiilor mijlocului de măsurare utilizat 
sau asupra valorii măsurate se numesc mărimi de influență. Mărimile de 
influenţă pot afecta fie mijlocul de măsurare, fie mărimea de măsurat, Пе 
atit mijlocul de măsurare cit si mărimea de măsurat. De exemplu, în pro- 
cesul de măsurare a unei lungimi, variaţia temperaturii poate afecta atit 
mărimea de măsurat, eit și mijlocul de măsurat (riglá gradată etc.). Actiu- 
nile mărimilor de influență conduc la apariţia erorilor de măsurare, care 
depind de modul de acţionare a acestor mărimi în timpul măsurării. 

Condiţiile normale de utilizare a unui mijloc de măsurare (sau condițiile 
de referin(&) reprezintă condiţiile exterioare fixate de constructor pentru 
utilizarea corectă a mijlocului de măsurare. Dacă mijlocul de măsurare este 
utilizat în condiţii de referinţă, acesta păstrează caracteristicile de utilizare 
indicate de constructor. 

Din punct de vedere metrologic, mijloacele de măsurare sint caracteri- 
zate prin sensibilitate, justete. fidelitate si precizie. 

Sensibililalea unui aparat de măsurat reprezintă raportul dintre depla- 
sarea indicelui și variaţiei mărimii de măsurat căreia îi corespunde depla- 
sarea respectivă. 

Sensibilitatea (5) deplasarea indicelui 


(6.4) 


variaţia mărimii care a produs deplasarea 


În cazul unui ampermetru cu ac indicator deplasarea indicelui poate fi 
caracterizată atit prin deplasarea Ala acului pe scara gradată cit si prin 
unghiul de rotaţie Ах a-acului indicator (fig. 5.6). Dacă această devialie a 
acului indicator corespunde unei variaţii AL a intensității curentului electric, 
sensibilitatea ampermetrului este : 

S res sau S уйш, (б.о) 
AI AI 

Relaliile (6.5) sint valabile pentru majoritatea aparatelor de măsurat 
intilnite in mod curent. 

Aparatele de măsurat pot fi cu sensibilitate constantă sau cu sensibilitate 
variabilă. De exemplu balanlele cu braţe egale au sensibilitatea S variabilă. 
Pentru balante, prin convenţie se utilizează sensibilitatea practică S' care 
este inversul sensibilităţii 5: 


AM 
Al 


8. (6.0) 


a| = 


unde Al este deplasarea acului indieator pe scara gradată datorată unei 
diferente AM dintre masele corpurilor aflate pe cele două platane. 

Pentru aparatele cu sensibilitate variabilă se determină sensibilitatea S 
pentru diferite puncte de pe scara gradată, furnizindu-se curba de dependență 
a sensibilităţii de diferite poziții ale scării gradate. 

Aparatele de măsurat cu scări gradate liniare au sensibilitatea constantă, 
iar aparatele cu scări gradate neliniare au sensibilitate variabilă. 

Pragul de sensibilitate reprezintă cea mai mică variație a mărimii de mă- 
surat care produce o deplasare sensibilă a indicelui. 

Justelea este o caracteristică metrologică a unei măsuri de a avea о 
/aloare nominală cit mai apropiată de cea efectivă, respectiv a unui aparat 
de măsurat de a furniza indicații cît mai apropiate de valoarea efectivă a 
mărimii de măsurat. 

Cu alte cuvinte jusletea caracterizează calitatea unui mijloc de măsurare 
de a permite măsurări cu erori minime. 

Eroarea de justele (Aj) a unei măsuri reprezintă diferența dintre valoarea 
nominală х, a măsurii si media aritmetică t a valorilor efective stabilite în 
urma unei serii de măsurări consecutive determinate în condiții normale de 
utilizare. 

Dacă de exemplu, valoarea nominală a unei rigle gradate este z, = 100 mm 
iar prin verificarea cu o măsură etalon se oblin rezultatele : 


z, = 99,997 mm; t, == 99,997 mm; 
z, = 99,995 mm; zs == 99,995 mm. 


х = 99,996 mm; 


Deci 


т Z, + Ta + Xa + z, + 2; 


5 


Eroarea de justefe in acest caz este: 
Aj — 100 — 99,996 — 0,004 mm. 


Erorile de justete pot fi eliminate prin introducerea corectiilor de justete : 

— in cazul măsurilor se scade eroarea de justete din valoarea nominalá 
a măsurii, pentru ca aceasta să coincidă cu valoarea efectivă ; 

— în cazul -aparatelor de măsurat corectia de justete se scade din va- 
loarea medie a indicatiilor aparatului. 

Fidelitalea este caracteristica metrologicá a unui mijloc de másurare de 
a furniza indicaţii cit mai apropiate între ele la măsurarea repetatá a aceleiasi 
mărimi, în aceleași condiţii de măsurare, 

Eroarea de fidelilate este caracterizată de variaţia indicaliilor care repre- 
zintá diferenta dintre indicatia care reprezintá valoarea cea mai mare si in- 
dicalia care reprezintă valoarea cea mai mică pentru mărimea de măsurat. 

Dacă de exemplu, prin măsurarea rezistenței unui rezistor cu ajutorul 
unei punti se obţin valorile: 


IH, = 10,6 О, R; = 10,7 Q, 
Ra = 10,2 О, Ts = 10,9 О, 
Ra = 10,8 0, Р; = 10,7 О, 
d e10,9 ©; Ra = 10,4 О, 


eroarea de fidelitate este 
AF = 10,9 — 10,2 —0,7 Q. 


Fidelitatea si respectiv justeţea unui mijloc de măsurare sint cu atît mai 
mari cu cit eroarea de fidelitate, respectiv eroarea de justete sint mai mici. 

Precizia este caracteristica metrologicá a unui mijloc de másurare de a 
furniza indicaţii cît mai apropiate de valoarea efectivă a mărimii măsurate. 
| Eroarea de precizie а unui mijloc de másurare reprezintă eroarea globală 
a mijlocului de măsurare, în condiţii determinate de utilizare, cuprinzind 
atit eroarea de justele cit si eroarea de fidelitate. Precizia mijlocului de másu- 
rare este cu atit mai mare cu cît eroarea de precizie este mai mică. 

Eroarea lolerală a unui mijloc de măsurare este valoarea absolută maximă 
a erorii de precizie, admisă de prevederile unui standard, ale unei instrucţiuni 
de verificare sau ale unei norme interne. 

Eroarea de indicație a unui aparat de măsurat este diferenta dintre indica- 
lia aparatului si valoarea efectivă a mărimii de măsurat. În această diferentá 
nu intră erorile întimplătoare care însoțesc procesul de măsurare. 
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Eroarea raportată а indicaliei 
aparatului este raportul dintre eroa- 
rea de indicație si limita superioară 
de măsurare a aparatului de mă- 
su rat. 


Citire incorectă 


Eroarea de paralaxá este eroa- 
rea care se comite atunci cind indi- 
cele nu este in planul scárii gradate, 
iar vizarea nu este perpendicularà 
pe suprafata scárii gradate (fig. 6.1) 


Citire corectá 


Fig. 6.1. 


Clasa de precizie (C) reprezintă o valoare conventional stabilită (prin 
standarde, instrucțiuni, norme interne etc.) pentru ansamblul mijloacelor de 
măsurare care sint supuse acelorași condiţii de precizie. De obicei, clasa 
de precizie C exprimă eroarea relativă procentuală din limita superioară a 
indicatiei mijlocului de măsurare utilizat. 

Sint si cazuri cînd clasa de precizie se indică printr-un simplu 
număr convenţional care nu arată, direct, precizia mijlocului de măsurare. De 
exemplu dacă întîlnim expresia „balanţă tehnică casa 1“ nu putem calcula 
eroarea absolută care afectează măsurarea cu balanţa respectivă, dacă nu 
consultăm instrucţiunile care precizează erorile relative sau absolute comise 
prin efectuarea măsurărilor cu balante de diferite clase. 


Dacă, însă, clasa de precizie este indicată în procente, atunci reprezintă 
eroarea relativă procentuală din valoarea maximă a scării gradate utilizate. 

Astfel, măsurînd valoarea unei mărimi oarecare x cu un aparat cu clasa 
de precizie C% se comite o eroare absolută de măsurare : 


val. maximă a scării X, C, 
| Az | =— —, 
100 


iar eroarea relativă procentuală limită va fi: 


р.а | Az | А. val. maximá a scárii ХС 100%, = 
х 100-x 
_ cx val. max. a scării o, (6.7 
a 


De exemplu, un ampermetru cu clasa de precizie 1,5%, cu care se poate 
másura intensitatea curentului electric de la 0 la 5 A introduce o. eroare 
absolutá de másurare: 


AP NU ЖТТ Á (6.8) 
100 


10 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 145 


Vedem cá eroarea absolută nu depinde de valoarea mărimii măsurate, dar 
eroarea relativă va fi cu atît mai mică cu cit mărimea măsurată este mai 
apropiată de valoarea maximă a scării. Deoarece precizia unei măsurări este 
valoarea inversă a erorii relative, rezultă că pentru asigurarea unei precizii 
cît mai mari se impune alegerea corespunzătoare a aparatului de măsurat. 

„Dacă pentru măsurarea tensiunii de fază, cu valoarea nominală U —220 V, 
într-o rețea de curent alternativ dispunem de voltmetrele din tabelul 6.1, 
se pune problema alegerii voltmetrului care permite măsurarea tensiunii cu 
eroarea relativă procentuală limită cea mai mică, adică cu precizia maximă. 


Tabelul 6.1 


Domeniul de 


Voltmetrul măsurare (V) Clasa de precizie 
1 250 1 
2 300 1,5 
3 600 0,5 


Ре baza formulei (6.7) obtinem pentru cele trei voltmetre 


ó, U = E i- —— =+ 1,136 %, 


300 
8,0 — 4 1,5. —— =4 2,045 %, 
A 250 ^ 


600 E 
KE. ЖМ, 
, 2020 2 % 


Rezultă cà voltmetrul 1 asigură măsurarea tensiunii cu eroarea relativă 
limită cea mai mică, adică cu precizia cea mai mare, deși nu are clasa de pre- 
cizie cea mai bună. Aceasta se datorește faptului că tensiunea măsurată 


(U = 220 V) este apropiată de valoarea maximă a scării (250 V) pentru 
voltmetrul 7. 


6,2. CLASIFICAREA ERORILOR DE MĂSURARE 


Rezultatul oricărei măsurări este afectat de erori ale căror origini sînt 
foarte diferite. Trebuie să înţelegem că realizarea măsurilor și a aparatelor 
de măsurat reprezintă rezultatul unor măsurări multiple şi variate, care nu 
pot fi riguros exacte, înregistrîndu-se erori atit în procesul de etalonare cit 
şi în procesul de măsurare ce se efectuează cu aceste mijloace de măsurare. 
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Unele perfecţionări ale aparatelor de măsurat pot favoriza apariţia erorilor 
de măsurare, dacă aceste aparate nu sint menținute riguros in condițiile 
normale de utilizare. Astfel pentru са un aparat de măsurat să poată sesiza 
variaţii cît mai mici ale mărimii de măsurat este necesar ca aparatul res- 
pectiv să aibă o sensibilitate cit mai mare si o inerție cît mai mică. Dar sen- 
&ibilitatea mare a aparatelor de măsurat conduce la faptul că acestea inre- 
gistrează pe lîngă variațiile mărimii de măsurat si unele influenţe ale mediului 
în care se execută misurările, ca de exemplu, diferitele vibrații si trepidatii, 
variaţii de temperatură etc. 

Deoarece utilizarea mijloacelor adecvate de măsurare, precum si scrierea 
corectă a rezultatelor obținute prin măsurare cu erorile corespunzătoare, 
prezintă o importanţă deosebită în toate ramurile economiei nationale, este 
necesară adaptarea unui sistem unitar de termeni si simboluri. Pentru fiecare 
domeniu de activitate există cîte un STAS (standard de stat) elaborat de 
Inspectoratul General de Stat pentru Controlul Calităţii Produselor și aprobat 
de Institutul Român de Standardizare. Astfel noţiunile de bază din domeniul 
teoriei erorilor de măsurare, principali termeni și simbolurile corespunzătoare 
sînt cuprinse în STAS 2872. Fiecare STAS pe lîngă numărul corespunzător 
care rămîne neschimbat de-a lungul anilor, cuprinde încă două сїїте care indică 
anul în care a fost elaborat. Ultimul STAS privind erorile de măsurare (termi- 
nologie) a fost elaborat şi aprobat în anul 1974 si se indică sub forma STAS 
2872-74. 

Principalele surse de erori se datorează următoarelor cauze : 

— mijloacelor de măsurare (erori instrumentale) ; 

— metodele de măsurare utilizate (erori de metodă); 

— influenţa mediului înconjurător: temperatura, presiunea aerului, 
umiditatea aerului, cîmpuri electrice si magnetice, vibraţiile ete. (erori dato- 
rate influenței mediului ambiant) ; : 

— influenta experimentatorului : atentia, acuitatea vizualá, capacitatea 
de acomodare, exerciţiul etc. (erori personale); 

— modelului asociat măsurandului (eroare de model); 

— influenței mijloacelor de măsurare sau ale experimentatorului asupra 
măsurandului (erori de interacţiune). 

A. Din punctul de vedere al surselor, de erori distingem: 

a) Eroarea instrumentală care reprezintă ansamblul erorilor de măsurare 
datorită mijloacelor tehnice prin intermediul cărora se obţin informațiile de 
măsurare. Eroarea instrumentală cuprinde eroarea de justele, eroarea de 
fidelitate, eroarea de indicație a aparatului de măsurat etc. 

b) Eroarea de melodá este eroarea de măsurare datorită imperfectiunilor 
metodelor de măsurare utilizate pentru obţinerea informaţiilor de măsurare. 

Ca exemplu de erori de metodă putem indica măsurarea unei rezistențe 
prin metoda ampermetru-voltmetru. În acest caz apare eroare de metodă 
datorită consumului propriu al aparatelor de măsurat. 
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Fig. 6.2. 


In figurile 6.2 si 6.3 sint reprezentate douá scheme utilizate pentru másu- 
rarea rezistenţei unui rezistor prin metoda ampermetru-voltmetru. 
În cazul montajului din figura 6.2 obţinem relaţiile : 
U 
Ry 


Ld m 


unde I, este intensitatea curentului electric indicată de ampermetrul A, 
U este tensiunea indicată de voltmetru V, iar R, este rezistenţa interioară 
a voltmetrului. 

Din relaţiile : 


LR, = LR; I = 1, + I, 


ауеш: 
ЛЕ Is R 
[IDE Pe XI m 
sau 
lo — la _ do Ry 
E. 4:5. 
De unde 
Il R+ Rp 
gv 


n.H. d ali e. U 
жЕкЕ 
0 R + Rp 
U 4 R 
EE. a La a Ba жы, (6.9 
b (zx) І, Ry ) 
Ry +R, 
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Deci eroarea absolută 


P Ж. 


6.10 
I Ry ло) 


poate fi neglijată numai dacă rezistența măsurată este mult mai mică decit 
rezistenţa interioară a voltmetrului. Pentru montajul din figura 6.3, avem : 


I(R,-4- В) = LR ( 4 E =U. 


De unde 
R — Á— (6.11) 
nâ: + ry 
R 
iar 
ap о „сз VLL P eu (6.12) 
1, 1 J m Hh RB. 
R 


Deci pentru ca valoarea rezistenţei R să fie cit mai apropiată de raportul 
U/I, este necesar са rezistența R, măsurată, să fie mult mai mare decit re- 
zistenta internă R, a ampermetrului. 

Vedem deci că utilizînd montajele din figurile 6.2 si 6.3 pentru măsurarea 
unei rezistente comitem erori de metodà, ale cáror valori depind de raportul 
R/R, (6.10), respectiv R/R (6.12). 

c) Erori datorate influenței mediului ambiant reprezintă erorile care afec- 
tează măsurările efectuate fără respectarea condițiilor normale de utilizare 
a măsurilor sau aparatelor utilizate. 

În țara noastră, prin STAS 6300-74 se stabilesc condițiile de încercare 
şi de referință pentru mijloacele de măsurare ale căror caracteristici variază 
sub influența mediului ambiant. 

Astfel condițiile standard de referință pentru încercări si măsurări sint: 

— temperatura : 20°С; 

— presiunea: 1 atm = 101325 N/m*; 

— umiditatea relativă: 65%; 

— cimpurile electrice si magnetice exterioare trebuie să lipsească. 

Pentru influența vibratiilor, iluminării, zgomotului, componenţa aeru- 
lui etc. nu s-au stabilit încă condiții de referință deoarece nu se cunosc 
încă, suficient de bine, legile după care acești factori influențează functio- 
narea mijloacelor de măsurare. 
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d) Erori personale sint erorile Че másurare care se datoresc experimenta- 
torului care efectuează măsurarea. Erorile efectuate de experimentator 
depind foarte mult de calităţile şi deprinderile acestuia. Anomaliile ochiului 
observatorului, viteza de reacţie, capacitatea de acomodare, nerealizarez 
coincidentei la vizarea scării gradate reprezintă unele din sursele de erori 
personale. Dacă în urma unei măsurări acul indicator al aparatului: de măsurat 
se află între două repere, adică nu coincide cu nici unul din reperele scării 
gradate, se impune efectuarea unei interpolări vizuale. Operatorul fără expe- 
rientá poate efectua eronat aceste interpolări, Se recomandă ca pentru un 
anume tip de măsurări să nu se schimbe experimentatorul, pentru a-şi putea 
însuși deprinderile necesare. { 

e) Eroarea de model este eroarea de mšsurare datoratá imperfectiunilor 
(eronării) modelului asociat măsurandului. Această eroare apare, de regulă, 
atunci cînd nu cunoaștem precis proprietăţile măsurandului. De exemplu, 
dacă pentru o piesă considerată cilindrică, măsurăm un singur diametru al 
secțiunii transversale putem comite eroare de model dacă în realitate piesa 
are secliune transversală eliptică. 

I) Eroarea de inleracliune este eroarea de măsurare determinată de 
influențele pe care mijloacele de măsurare sau experiméntatoru! le exercită 
asupra valorii măsurandului. Asttel de erori pot apărea, de exemplu, dacă 
prin măsurarea temperaturii în interiorul unui vas, introducerea termome- 
trului conduce la modificarea temperaturii din interiorul vasului, sau în 
procesul de măsurare a capacității unui condensator apropierea experimenta- 
torului modifică capacitatea de măsurat. 


B. Din punctul de vedere al dependenţei erorii de măsurare de valoarea 
mărimii măsurate avem : ш 

a) Eroarea aditivă reprezintă eroarea de măsurare care nu depinde de 
valoarea. mărimii măsurate. De exemplu, în cazul deplasării indicelui unui 
aparat de măsurat eroarea de măsurare nu depinde de valoarea mărimii 
măsurate (formula 6.8). 

b) Eroarea mulliplicalivă este eroarea de măsurare саге depinde de va- 
loarea. mărimii măsurate. | 

In general eroarea multiplicativă este egală cu un produs în care unul 
din termeni reprezintă valoarea mărimii măsurate. Dacă, de exemplu, se 
măsoară cu puntea Wheatstone (lig. 6.4) rezistența R,, prin metoda com- 
pensatiei obţinem expresia : 


RR 


gn, 8, | | (6.13) 
В, : i | 


Notind cu AR, AR, si AR, erorile absolute ale alorilor rezistentelor 
Ra, R; si R. putem calcula eroarea absolută AR, cu care se determină 
rezistența R, 
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Aplicînd formula (2.42) аћат eroarea 
absolută a produsului RRs. 


A(B,R) = RAR; + Ry: AT: 
jar pe baza formulei 2.50 avem: 


AR; = Î (RAR, R; + R,R;A R) = 
Ri 


4 


= EN RAR, + RR,AR, + ЕВА) = 
R: 


RR (AR „AR a x: 
a aid Lob Beo d 


Fig. 6.4. 


sau 


AR, АР» с, (0.14) 


"T — Rs d = s 
[ R. i TD EA 


Vedem că în acest caz eroarea absolută a valorii rezistenței R,(AR,y este 
proporţională cu valoarea rezistenţei obținută prin măsurări. Eroarea fela- 
tivă însă: 


зв, AR AR AR АВ `. (6.15) 


nu depinde de valoarea R, obţinută în urma măsurării. 

С. Dacă se măsoară de mai multe ori o mărime fizică de valoare nominală 
cunoscută, în condiţii identice, cu aceleași mijloace de măsurare şi de către 
același experimentator, se constată că erorile care insolesc măsurările respective 
au caracter diferit. Astfel unele se menţin constante, altele variază de la o 
măsurare la alta, iar altele sint foarte mari, depăşind erorile tolerate de mijloa- 
cele de másurare utilizate. Aceastá constatare a condus la posibilitatea clasi- 
ficării erorilor de măsurare „după caracterul lor“ sau din punctul de vedere 
al structurii statistice a acestora. Din acest punct de vedere, erorile de mă- 
surare se clasifică astfel : 

a) Eroarea sistemalică reprezintă eroarea care rămîne constantă atit ca 
valoare absolută cit si ca semn, atunci cind se măsoară repetat aceeaşi mărime 
fizică, in condiții practic identice, sau care variază după o lege definită cînd 
se modifică condițiile de măsurare. De exemplu dacă la o cîntărire se utili- 
zează un ctalon a cărui masă se consideră 1 kg, dar valoarea sa convențională 
adevărată este mai mare sau mai mică decît 1 kg. vom obține o eroare siste- 
matică constantă. De asemenea, dacă utilizăm pentru măsurarea unei lungimi, 
o riglă metalică gradată la o temperatură diferită de temperatura la care a 
fost calibrată rigla respectivă, vom obține tot o eroare sistematică constantă. 
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O eroare sistematică variabilă se poate obține în cazul cînd există o nestabi- 
litate în funcţionarea unui aparat electronic. I 

b) Eroarea întimplătoare (alealoare) este eroarea care variază imprevi- 
zibil, atît ca valoare absolută cit si ca semn, cînd se măsoară repetat aceeas; 
mărime, in condiţii practic identice. Prin măsurări efectuate în condiţii 
practic identice se înţeleg măsurările efectuate cu aceleaşi mijloace și metode 
de măsurare, de către același operator, sub acţiunea acelorași factori de in- 
fluenţă. 

Să considerăm, de exemplu, măsurarea perioadei de oscilații a unui 
pendul cu ajutorul unui cronometru. Efectuind măsurarea de mai multe ori 
putem greşi atit la stratul cit si la oprirea cronometrului. Acest lucru va con- 
duce la o dispersie a rezultatelor obtinute în fiecare măsurare in parte, adică 
unele rezultate vor indica valori mai mari, iar altele valori mai mici pentru 
perioada T. Cum abaterile de la valoarea reală a perioadei pendulului sînt 
întîmplătoare, rezultatele măsurării pot fi privite ca fenomene aleatorii. 
Erorile aleatorii nu pot fi eliminate cu ajutorul unor corectii aplicate rezulta- 
tului brut al másurárii, cum este uneori posibil in cazul erorilor sistematice. 

c) Eroare grosoland (sau greșeală) reprezintá eroarea care depüseste 
considerabil erorile cele mai probabile, specifice condiţiilor date de măsurare. 
Astiel de erori pot apărea dacă se utilizează mijloace de măsurare defecte 
sau dacă se utilizează defectuos un mijloc de măsurare. Într-o serie de măsu- 
rări efectuate asupra aceleiași mărimi fizice, în condiţii practic identice, 
valorile afectate de erori grosolane trebuie identificate şi eliminate din șirul 
de rezultate obţinute. 

Pentru evitarea erorilor grosolane este necesar să se acorde o atenţie 
corespunzătoare efectuării măsurărilor, fácindu-se mai multe verificări 51 
controale. 

Presupunind că se iau toate măsurile, pentru înlăturarea greselilor de 
măsurare, în cele ce urmează, nu ne vom mai ocupa de aceste erori. 


6.3. ERORI SISTEMATICE. UNELE PROCEDEE 
DE ELIMINARE A ERORILOR SISTEMATICE 


Cu toate că in construcţia mijloacelor de măsurare, se iau toate măsurile 
pentru înlăturarea eventualelor defecte, se întîmplă destul de des ca indicaţiile 
acestora să fie însoţite de așa-numitele erori instrumentale reziduale. Aşa pot 
apărea erori de diviziune la scările gradate, erori de excentricitate la aparatele 
cu cadru mobil etc. 

Pot apărea erori sistematice și datorită unor concentrări imperfecte 
în cadrul unei instalaţii de măsurare. Astfel unele conectări în scheme electrice 
pot deveni surse de tensiune electromotoare de contact sau de rezistenţe 
suplimentare în circuit. 
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Эт 


Să considerăm instalația de măsu- Е; 
rare din figura 6.5 utilizată pentru mă- 
surarea raportului rezistentelor R, și Re. 
Acumulatorul E, asigură o diferentá de 
potentiale intre capetele AC ale reostatu- 
lui cu cursor. Hezistentele R, si R, sint 
conectate, in serie, in circuitul acumu- 
latorului E, Deoarece intensitatea cu- 
rentului electric, prin cele două rezis- 
tente, este aceeasi, diferentele de poten- 
tial de la capetele acestor rezistente va fi : 


D, PR t Q, = TR, 


= = 1., (6.16) 
R, U, 

Conectám punctul a cu punctul c si 
punctul b cu punctul d si deplasám curso- 
rul B ріпа cînd intensitatea curentu- 
lui electric prin galvanometru devine 
egală cu zero. Fixăm astfel distanţa 
AB = z, pe scara reostatului. Apoi co- 
nectăm punctul a cu punctul e si punctul b 
cu punctul f şi din nou deplasăm curso- | 
rul B pînă cind intensitatea curentului indicată de galvanometru devine 
zero, fixind noua poziţie z, pe scara reostatului. Deoarece rezistența R4; 


este proporţională cu distanța AB = x iar galvanometrul indică intensitatea 
curentului egală cu zero cînd Хав = U, respectiv Uag = Ua Rezultă deci 


raportul : 
LEN 7 (6.17) 
ds U, 

Din formulele (6.16) si (6.17) obtinem: 
Lt. m (6.18) 


Rezistenlele variabile R' si R” permit reglarea intensității curentului 
din circuitele acumulatoarelor E, si E,, astfel incit distanţele 7, si x5 să fie 
cuprinse in limitele scárii reostatului. | 

Sá analizám care sint sursele posibile de erori in cazul acestei másurári. 


Vom încerca să enumerăm unele din aceste surse de erori sistematice. 
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a) Pot exista defecte de trasare a reperelor pe scara reostatului cu cursor 

b) Intensitátile curentului electric prin reostat pot sà nu fie egale in 
ambele másurári si atunci formula (6.17) nu este riguros adevărată эшен 
f с) Reperul zero de ре scara reostatului poate sá nu рола йй unei 
diferente de potential egale cu zero. Adică dacă cursorul B se P la reperul 
Zero pe scara reostatului putem avea o diferentá de зайва фы U Pe 
d) Reostatul AC poate avea o rezistență neuniformă pe întreaga абата | 

сееа се пошу la faptul cà relalia (6.17) este valabilă numai tale 
` n B il > Е 1 | 

е е R, si Hs pot depinde de modul de conectare in punctele 1, 
f) În afară de acumulatoarele E, si. E, in circuit pot apàrea alte surse 

de tensiune electromotoare, ca de exemplu tensiune electromoto: a d » 
tact sau tensiune termoelectromotoare. EN 
Să ne ocupăm de modul de detectare a surselor indicate de erori si de 
modul în care erorile respective pot ЇЇ eliminate. a 
| а) Jie Ly dimensiunea nominală a scării gradate a reostatului. Dacă 
prin măsurarea cu un mijloc de măsurare etalon obţinem lungimea Y злий 
coreclia de inscriplie (C;) а unei diviziuni a scării gradata este ‘diferen ; di is 
valoarea efectivă L, si valoarea nominală 14: 7 Mop 


Со = Deda кеа (6.19) 


Valoarea corectată L, a inscripției. măsurii và fi egalá cu: 


D, = Кын ji т (6.20) 


а im mii i Каа pentru eliminarea eventualelor 
sitat 1. 

b) Intensitátile curentilor prin porțiunile de circuit АВ, 1—9 si 3—4 
| ариқ de tensiunile electromotoare ale acumulatoarelor E, şi E, porem 
eliminarea unor asttel de erori este necesar să se asigure stabilitatea acumula- 
loarelor E, si Es. Pentru aceasta trebuia ca: - | | 

— acumulatoarele sà fie bine incárcate ; 
^ pauza între măsurările mărimilor z, si 2, să fie cit mai scurtă 
Bb Sus cá tensiunea electromotoare a acumulatoarelor nu sata con- 
stantà in timp si deci nu se poate asigura un regim riguros stabil al aces- 
tori In astfel de situații se recomandă efectuarea măsurării — x si à 
dupá metoda »sandvis". Astfel se măsoară inițial distanța z еги 
мян Tp apoi distanța v4, iar după aceasta din nou distanța t, care con- 
7e t 14 И 
duce la valoarea 21. Valoarea z,, se іа ca medie aritmetică a valorilor z si WU š 
а WE T Tu, s ‹ 
Еа (6.21) 
Putem repeta de citeva ori aceastá metodá de mšsurare, considerind 
media valorilor obținute. Prin aceasta: eroarea datorată variației tensiunii 
electromotoare a acumulatoarelor.E, si E, este practic ботай, ; 
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x(mm) 


Fig, 6.6. Fig. 6.7. 


c) În practicá este foarte greu sá se, realizeze ca in cazul cînd cursorul В 
se află pe reperul zero, tensiunea X45 să fie egală cu zero. De aceea este po- 
sibil să existe o eroare sistematică Ax care trebuie adăugată la valoarea x 
citită pe scara reostatului. Pentru stabilirea acestei corecfii se unește punc- 
(fig. 6.5) şi se măsoară intensitatea curentului, indicată 


tul a cu punctul b 
erul zero (fig. 6.6). 


de galvanometru, pentru citeva valori z apropiate de rep 
Extrapolind dependenta liniará obtinutá obtinem corectia Az. Prin adáuga- 
rea valorii Ax la vălorile &, $i za citite pe scara reostatului, se elimină eroa- 
rea sistemătică, datorată reperuliii zero. 

d) Dacă înfășurarea reostatului nu este defectă, rezistența unităţii de 
Putem verifica dacă 


lungime este aceeași pe toală lungimea reostatului. 
între 


rezistența reostatului este omogenă, măsurînd diferența de potenţial 
două punele «' şi b' care se deplasează în lungul reostatului astfel ca dis- 
tanta dintre ele să rămînă constantă (fig. 6.7). 

е) În acest punct se pune problema dacă raportul R,/R, reprezintă 
intr-adevrá raportul rezistentelor rezistorilor respectivi sau rezistentele R, 
si R, inclüd pe lîngă rezistentele rezistorilor si rezistenlele altor elemente ale 
circuitului. Din principiul de funcţionare a instalaţiei indicate în figura 6.5 
rezultă că rezistenţele conductorilor c 1,4—2, e — r şi f — 4 nu prezintă 
se fixează distanţele d, şi as cînd intensitatea curentului 


gală cu zero şi deci căderile de tensiune pe 


importanţă, deoarece 
prin aceste conductoare este e 
aceşti conductori este zero, indiferent de rezistentele lor. 

Se stie că în locul de conectare a doi conductori apare o rezistenţă de 
contact de ordinul a 10-9 О. Dacă valorile rezistentelor măsurate sint sufi- 
1 О) nu este necesar să ținem seama de valorile rezistentelor 
sint mici (10% — 


cient de mari (> 
de contact. În cazul în care valorile rezistentelor R, și: Ra 
—10-* О) se impune o analiză atentă a modului de conectare a rezistorilor 
R, și Ro. 

Să considerăm cazul rezis 
conductori, unul de la acumulator-conductor de 


torului cu douá cleme. În acest caz in fiecare 


clemă se conectează doi 


155 


Fig. 6.8. Fig. 6.9. 


tensiune si altul de la galvanometru-conductor de curent. Schema echiva- 
lentă a conectării rezistorului cu două cleme este datá in figura 6.8. 


Rezistentele r, si r, reprezintă rezistentele de contact ale conductorilor 
de tensiune, iar rs si гу rezistentele de contact ale conductorilor, de curent. 
În procesul de măsurare se obține nu rezistenţa R, a rezistorului, ci de fapt 
R, +r, +r» Analog, putem ajunge la aceeaşi concluzie și în cazul rezis- 
torului Re. 

Pentru înlăturarea acestor neajunsuri, care pot conduce la erori siste- 
matice, se recurge la utilizarea rezistorilor cu patru cleme (fig. 6.9). Conduc- 
torii de curent se conectează la clemele а și b, iar conductorii de tensiune 
la clemele c si d. 


În acest caz rezistentele de contact nu au nici o influentá asupra másurá- 
rilor. Rezistentele in contactele a și b nu prezintă nici o sursă de erori, dacă 
rămîn constante în timpul măsurării iar rezistentele de contact c si d la fel 
nu influenţează si deci se măsoară direct rezistența între punctele 7 si 2, 
adică rezistenţa reală a rezistorului. 


f) Toate punctele de conectare а conductorilor, din diferite materiale, 
pot constitui surse de tensiune electromotoare, datorită efectului termo- 
electric. Cele mai importante surse de tensiune electromotoare sînt locurile 
de contact a firelor de cupru și a clemelor de alamă. Analizind schema din 
ligura 6.5 se poate vedea cá orice sursá de tensiune electromotoare, in serie 
cu acumulatoarele E, si E,, nu prezintà importanţă, deoarece prin efectuarea 
măsurărilor nu ne interesează valorile intensităţilor curentului în circuitele 
celor două acumulatoare. Este important numai ca intensităţile acestor 
curenţi să Пе constante în timpul măsurării. Dacă însă în circuitul galvano- 
metrului Аас 12dbBA, avem surse suplimentare de tensiuni electromotoare 
acestea conduc la apariţia unor erori în valorile 2, Și а. Pentru a exclude, 
aceste erori trebuie să măsurăm mărimile Жү Şi x, de cite două ori, o dată 
cînd acumulatoarele E, şi E, sînt conectate ca în figura 6.5, iar a doua oară 
schimbînd polarităţile celor două acumulatoare. Deoarece prin aceasta sensul 
tensiunilor termoelectrice nu se schimbă, media celor două măsurări pentru 
т, Și 22 reprezintă rezultatul care s-ar fi obținut în absența tensiunilor electro- 
motoare suplimentare. 
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Vedem, deci că pentru înlăturarea surselor de erori sistematice se impune 
o analiză atentă a instalaţiei de măsurare în fiecare caz вололе in parte. 
Există însă cîteva procedee generale care se recomandă a fi utilizate în scopul 
eliminării erorilor sistematice. a | 

În primul rînd se caută să se elimine sursele de erori unm um. ceea ce 
implicá un studiu prealabil al erorilor si introducerea corectiilor acolo unde este 


cazul. a үкү 
Putem indica următoarele metode folosite pentru eliminarea erorilor 


sistematice. Я = ИСЕТ 
1) Metoda subsliluliei (vezi $ 5.1). Această metodă se foloseşte in special, 


pentru eliminarea erorilor sistematice, provenite din lipsa de egalitate rigu- 
roasá a lungimii bratelor unei balante consideratá cá are braţele egale. 

Dacă dorim să măsurăm masa M; a unui corp, se aşază acest corp pe 
unul din talerele balanței, iar pe celălalt taler se așază greutati cu masa für 
noscută pînă cînd se echilibrează greutatea corpului де masă Ma. Fie această 
masă M,. Deoarece echilibrul balanței se determină prin egalitatea mo- 


mentelor. 
Mgl = Mgl | (6.22) 


unde /, si l sint lungimile braţelor balanței. Rezultatul 
M, = M, (6.23) 


este corect numai dacá cele douá brate ale balantei sint riguros egale, ceea ce 
practic este imposibil. Deci rezultatul (6.23) este afectat de o eroare us 
maticá constantă. Pentru înlăturarea acestei erori se ia бош Че masá M, 
de pe talerul balantei si se inlocuieste cu greutáti de masă cunoscute (sá 
admitem M.) piná se obtine din nou echilibrul balantei. Astfel avem 


Mgl, = Mugle (6.24) 
Din relaţiile (6.22) şi (6.24) se obţine 


M; 
M, 


=1; M, = M, (6.25) 


Rezultatul (6.25) nu este afectat de erori sistematice. 

2) Meloda opoziţiei constă in aranjarea experienței astiel wa еше 
provocatá de un factor oarecare sá intre in rezultatele masurati o dată cu 
semnul plus si altă dată cu semnul minus sau, cu alte cuvinte, acest factor 
să exercite acțiuni contrare asupra rezultatelor. ; 

Această metodă a fost utilizată la punctul f în studiul experienței pentru 
stabilirea raportului R,/R, în scopul eliminării erorilor sistematice datorate 
surselor de tensiuni electromotoare suplimentare. | 

De asemenea, se stie cá suruburile micrometrice utilizate la microme- 
trele-ocular de la aparatele de másurat au o cursá moartá, care poate provoca 
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erori sistematice. Pentru eliminarea acestei erori, se recomandă efectuarea 
a două citiri, în direcții opuse rotirii şurubului. Dacă d, și d, sint rezultatele 
celor două citiri atunci | 


reprezintă indicaţia care nu contine eroarea sistematică datorată cursei moarte. 

3) Metoda observațiilor simetrice se utilizează atunci cînd în metoda de 
măsurare există o anume simetrie, adică prin permutarea unor părţi а insta- 
latiei де măsurare nu se schimbă nimic. De exemplu, dacă trebuie să măsurăm 
temperaturile /, si f, în punctele Р, si Р, cu termometrele T, si Т», rezultatele 
măsurării nu trebuie să se schimbe dacă schimbăm termometrele între ele. 
Dacă însă constatăm că în urma perniutării termometrelor se obţin rezultate 
diferite, înseamnă că indicaţiile acestora sînt eronate. În cazul în care indi- 
caliile celor două termometre, în același punct, sint apropiate, valoarea 
medie a celor două indicaţii va fi afectată de erori sistematice mai mici decît 
valoarea unei singure indicaţii. 

Desigur că în acest paragraf, nu am indicat toate posibilităţile de eli- 
minare a erorilor sistematice. Problema eliminării erorilor sistematice necesită 
o analiză detaliată atît a condiţiilor de măsurare, cît şi a datelor obținute. 
O importanţă hotáritoare in acest sens o are experiența şi priceperea experi- 
mentatorului. 

Se poate afirma că influența erorilor sistematice asupra măsurărilor 
poate fi, în cele mai multe cazuri, cunoscută și eliminată prin corectiile ce se 
aplică sau prin mijloacele speciale de măsurare utilizate. Erorile sistematice 
care nu pot fi eliminate si care se consideră mai mici decît erorile tolerate de 
mijloacele de măsurare utilizate, se numesc erori sistematice reziduale și se 
includ în grupa erorilor întîmplătoare. 


6.4. ERORI INTIMPLATOARE 


Dacă se efectuează un număr n de măsurări directe, succesive asupra 
unei mărimi fizice, cu mijloace si metode de măsurare adecvate, se obţin 
valorile individuale ale mărimii măsurate. 


f. Cp: Dya ud, (6.26) 


In cele се urmeazá vom considera, cá valorile individuale (6.26) au fost 
corectate de erorile sistematice, prin metode indicate їп paragraful 6.3, si 
deci acestea contin numai erori intimplátoare sau erori sistematice reziduale, 
care se consideră tot erori intimplátoare. 

Erorile întîmplătoare influențează rezultatele măsurărilor succesive 
ale aceloraşi mărimi fizice, cînd într-un sens, cînd într-altul ceea ce conduce 
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la faptul că valorile individuale vor fi cînd mai mici, cînd mai amari decit 
valoarea adevărată vy a mărimii măsurate. q 2 

Trebuie subliniat că obţinerea rezultatelor individuale diferite în mică 
măsură unele de altele, precum și a unor rezultate care coincid între ele, 
este o consecinţă logică a condiţiilor de măsurare. Dacă prin repetarea măsu- 
rărilor se obţin riguros aceleaşi valori individuale, înseamnă că metoda de 
măsurare utilizată nu este suficient de sensibilă. 

Fiecare valoare individuală х, este afectată de eroarea absolută întîmplă- 


toare : 
Az, = ti — To (6.27) 


unde х, este valoarea adevărată a mărimii măsurate. 

6.4.1. Proprietăţile erorilor intimplátoare. Densitatea de repartiție Gauss. 
S-a constatat, din practica măsurărilor, cá erorile intimplátoare Ах; posedă 
următoarele proprietăţi : 

a) Erorile Az, mici, în valoare absolută, sînt mai frecvente decit етше 
Az, mai mari, in valoare absolutá. Adicá cazurile in care erorile Intipas 
toare sînt mici, sint mai frecvente decît cazurile in care erorile întîmplă- 
toare sînt mari (principiul cauzal). 

b) Toate erorile întîmplătoare sint mai mici decît o anumita тоня, 
care аг corespunde егогіі datorate tuluror cauzelor de erori (principiul li- 
mitaliv). | 

с) Dacă numărul n al măsurărilor este suficient de mae se qone tava 
că numărul erorilor negative este egal cu numărul erorilor pozitive, iar suma 
algebrică a erorilor întîmplătoare 


XAn (6.27") 


i-1 


este foarte mică (principiul distributiv). ` | 

d) Probabilitatea ca sá avem o anumitá егоаге intimplátoare, prin etec- 
tuarea unei măsurări, depinde de valoarea absolută a erorii (principiul 
probabilistic). | u 

Aceste proprietăţi ale erorilor intimplátoare sînt obţinute din practică 
şi se consideră ca axiome. | | А 

Rezultatele unei serii de măsurări pot fi reprezentate grafic, pentru a 
avea o imagine mai clară asupra frecvenţelor cu care apar anume rezultate 
individuale ale măsurărilor. map 

De exemplu, în tabelul 6.1 se indică rezultatele a 100 de măsurări a 
vitezei luminii, obţinute de Michelson în anul 1879. 

Datele din tabelul 6.1 sînt reprezentate în figura 6.10, sub forma x 
bare verticale de lungime cu numărul n, de apariţie a valorii individuale 


respective. 
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Tabelul 6.4 
С in km/s Ми pma 

i 
| š 299 050 1 
x | |. : | 299 550 2 
о T 299 600 8 
| н x 299 650 14 
|. HII i 299 700 22 
EB | ii HHE us 299 750 25 
i | îi | 299 800 20 
| HT 299 850 7 
ii si 299 900 1 


Fig. 6.10. 


Valorile individuale obţinute în urma efectuării unui set de măsurări, 
pot fi reprezentate si sub forma unei histograme. Pentru construcția histo- 
gramei se împarte întregul domeniu în care sînt cuprinse valorile individuale 
în părţi egale, reprezentindu-se numărul n, de valori individuale cuprinse 
într-un interval oarecare. Lărgimea intervalului poate fi aleasă arbitrar, 
dar nu poate fi luată mai mică decît eroarea absolută care afectează măsu- 
rarea respectivă. 

În tabelul 6.2 se indică rezultatele a 1 000 de măsurări privind impurită- 
tile (în g/l) în apa industrială. 


Tabelul 6.2 
Impuritáti în 
gl 404-5 504-5 604-5 70-5 804-5 904-5 100 4-5 
n | 11 | 48 | 160 | 385 | 246 | 113 | 37 


În figura 6.11 sînt reprezentate, sub formă de histogramă, datele din 
tabelul 6.2. 

Dacă numărul total n de măsurări este suficient de mare, în locul histo- 
gramei, se poate construi o curbă (fig. 6.12) care reprezintă densitatea de 
repartiție f(x). Cunoaşterea densităţii de repartiție f(x) este de o deosebită 
importanță deoarece produsul f(z)Az reprezintă probabilistica ca valoarea 
individuală a unei măsurări să fie cuprinsă între x si z + Az. 

Figurile 6.10—6.12 reprezintă rezultatele tipice obţinute în cazul unui 
set de n măsurări directe, în condiţii identice, pentru aceeași mărime fizică. 
În toate cazurile, valorile individuale t, nu apar cu aceeași frecvenţă. Rezul- 
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Я FERES EH FIRES — EA 7 


БЫ: iau 


Fig. 6.11. l ' Fig. 6.12, 


tatele care indică valori z; mai apropiate de valoarea reală 2, apar cu o frec- 
ventá mai mare decit rezultatele individuale v; mai depărtate de х0. 

Karl F. Gauss (1777—1855) a arătat (1821) că densitatea de repar- 
tiție саге satisface cele 4 proprietăţi fundamentale ale erorilor intimplátoare 
are forma : 


Қа) = Re-mtz-a) (6.28) 


unde K si h sint constante. 

Din conditia ca aria márginitá de densitatea de repartitie f(x) si axa z 
să fie egală cu 1, ceea ce înseamnă că probabilitatea ca în urma unei măsurări 
să se obţină oricare din valorile individuale posibile este egală cu 1, se obține 
relația : 


мй (6.29) 
NE: 
11 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd, 219 161 


Deci densitatea de repartilie 


Га) = e NU | (6.30) 


reprezintá densitatea de repartitie Gauss, numitá uneori si clopotul; lui Gauss 
sau densitatea de repartiție normală. . ; gu 
Parametrul h se numeste Indicele: de precizie deoarece, - аза cum vom 
vedea ulterior, caracterizează precizia măsurărilor efectuate, 
Se poate uşor vedea că densitatea de repartiție 6. 30) satisface proprie: 
tátile enumerate ale erorilor intimplátoare : 
Dacă, x — z; = 0; f(x) = "UE valoare maximá , ; 
T . E W 


za = E ў) 0. 


— Prin schimbarea semnului erori. Az = — zy avem aceeași valoare 
pentru densitatea de repartitie f(x). i „Ме a р NM 

6.4.2. Estimarea valorii adevărate e Erori aparente. "Densitatea 'de 
repartiție Gauss (6.30) contine parametrii z si h ale căror valori au rămas 
nedeterminate. Ре baza setului de valori individuale (6.26) trebuie să găsim 
valoarea conventional adevărată a. măsurandului care să difere neglijabil 
de valoarea adevărată z, Se consideră єй “valoarea convenţional adevărată 
a măsurandului este acea valoare pentru: care. suma: pătratelor erorilor. absolute 


(6.2 7)_este. minimă : 


yx (Aa? = (т — To)? + (шж — a)? + ... + (z, — m? (6.31) 


ích 
'Deei trebuie să aflăm valoarea xy pentru care funcție 


fn) = (ж, — Eo)? + (za — To)? + ee + (a 0)? (6.31) 


este minimă. Pentru aceasta trebuie ca derivata funcţiei f(x) în raport cu zs, 
să fie zero. 


ra — —®@ — m$ — =} = lu üt my 
Bau 
+ z; + ... + z, — nz, = 0 
de “unde ш 
i mi SE (6.32) 


Deci valoarea conventional adevărată a măsurandului, care aproximeazá 
cel шаі bine valoarea adevărată xy este valoarea medie aritmetică a setului 


n 
Xs Lx zy. (6.33) 
m i=1 


“Pentru prescurtare, în cazul cînd nu pot avea loc confuzii, noţiunea va- 
loare medie aritmetică a rezultatelor unui sir de măsurări poate fi denu- 
mită si valoare medie s lui «sau X barat (STAS 2872-74). 

VTrebuie subliniat că X reprezintă valoarea cea mai probabilă a mărimii 
măsurate, adică valoarea care se poate considera cea mai bună, cea mai justă, 
cea mai apropiată de valoarea adevărată w, dar X nu coincide cu valoarea 


de valori individuale 


adevărată ту. 


Seriem erorile absolute întimplătoare 
Ar, = tı — 2 


А = 25—30 ' (6.34) 


Az, = Xa — To 


Desigur că aceste erori reale nu sînt cunoscute, deoarece nu cunoaştem 
valoarea adevărată x, ci numai valoarea X care estimează cel mai, bine va- 
loareà adevărată. I 


Fücind suma termenilor din relatia (6. 34) obținem: 
n - 
À (hi) =E Ў ti — nt 


i=1 


sau tinind seama de formula (6.33) avem: 
H Y y S а 
2 (Ax) = n(Ă — Zo) 
t= 


de unde 


А "Ew me | s 
EN es ry (Aa). (6.35) 


‚ Cu cît numărul măsurărilor.este mai mare, cu atît mai bine este aproxi- 


mată valoarea reală т, de valoarea medie X. 
Tinind seama de proprietatea fundamentală a erorilor întimplătoare, 


de a se distribui complet dezordonat, astfel încît pentru un număr suficient 
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de mare de determinšri 5й ауеш in medie tot atitea valori pozitive cite nega- 
tive, avem relatia P 


n 
lim X Az; = 0. (6.36) 


n-»o i—1 
Din aceastá relatie rezultá cá valoarea medie a erorilor reale 


n 


— 1 
Ж = pr (A3) (6.37) 
i=n 
nu poate constitui o mărime convenabilă pentru studiul proprietăţilor şi 
rezultatelor măsurărilor afectate de erori. Iniţial s-a încercat să se intro- 
ducă în calcul valorile absolute ale erorilor reale, numite abateri ab- 
solute, 


| Az, | = | o — | 


| Axs | = | — то | (6.38) 


| Ac, | = |z, — xo'l 


şi să se defineascá eroarea medie, ca fiind media aritmetică a abaterilor ab- 


solute 
| Aa. || Azi] LL. Ах, 
qe i] | - + | Az, | А (6.39) 


S-a constatat însă că eroarea medie 0 prezintă o serie de inconveniente, pentru 
care amintim faptul cà nu scoate in evidentá gradul de precizie al operatiilor 
de măsurare si observaţie. 

Astfel, dacă elevul A, în urma măsurării cu picnometrul a densității 
unui lichid, obţine rezultatele din tabelul 6.3. 


Tabelul 6.3 
—————————————— 


Măsurarea | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Rezultatul p, in 
kg/m? 530 480 460 520 490 500 540 | 470 480 530 
iar elevul B obține datele din tabelul 6.4 . 
= Tabelul 6. 
„=з Koo do an =. эы eM. E e eene ere e 
"Măsura ea | а a | 3 4 5 | 6 | 27 8 9 | 10 
„Rezultatul 
în kg/n? 500 490 430 520 510 490 580 800 530 510 


Apu etin dur uisa dibui Tyr оаа | тосар ора (b 
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Dacă valoarea adevărată a densităţii lichidului respectiv este р = 
== 500 kg/m?, erorile medii ce însoțesc măsurările efectuate de cei doi elevi 
sînt: i i 

2 
TE 30 + 20 + 40  — 0 + 30 — 24 kg] me 


в, — O + 10 70 20 10 4 10 80030 10 S vama 


10 

Obtinindu-se egalitatea 0, = 0,, ar putea rezulta cá ambii elevi au 
efectuat másurárile cu acelaşi grad de precizie, adică cu aceeaşi atenţie, 
tinind seama în aceeași măsură de eventualele perturbații ce pot erona re- 
zultatele măsurării. Această concluzie este evident eronată. Eroarea de fide- 
litate este 540 — 460 = 80 kg/m? în cazul măsurărilor efectuate de elevul A 
si 580 — 430 = 150 kg/m’, pentru măsurările efectuate de elevul B. De ase- 
menea se observă că їп şirul de măsurări, efectuate de elevul В, apar două 
măsurători .cu- erori: absolute foarte mari care au aspectul de erori groso- 
lane. Acestea conduc la coneluzia că setul măsurărilor efectuate de elevul B 
este mai puţin precis. Se poate demonstra că eroarea medie pălratică a unei 
másurári individuale ` ао ata i dipl р: АДЫ, 


n. 


af ENDE SP Ld ашу. 


л п 
1=1 


еј » 


ТЕП 
este márimea cea mai indicatá pentru studiul proprietátilor si rezultatelor 
másurátorilor afectate de erori. | 

Calculind erorile medii pătratice pentru rezultatele indicate in tabelele 
6.3 si 6.4 obţinem: 
Е 200 
dim 


1, 
——| 227 kg/n? 
p) 27 a 


și 
ms 36 kg/m 
Core VR nAn 29 у m 
10 ) Е 


Din aceste rezultate se obtine cá sirul de másurári efectuate de elevul А 
este efectuat cu mai multá grijá, decit sirul de másurári efectuat de elevul B. 
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Avantajul introducerii erorii medii pátralice с constš.si în faptul cà 


pentru n suficient de mare, această eroare isi păstrează sensibil aceeaşi” va-. 
loare, deoarece cu cit se măreşte numitorul n, cu atit se mărește şi numără». 


torul Z(Az;)*. Această concluzie prezintă un interes practic deosebit, deoarece 
de:multe ori este suficient un număr, relativ mic, de măsurări pentru a:se 
ajunge la o valoare c suficient de stabilă. De asemenea eroarea pătratică 


medie o a unei singure măsurări individuale stabilită anterior poate servi: 


drept criteriu de apreciere a șirului de măsurări individuale, in parte. 
: Putem calcula eroarea medie pătratică a mediei aritmetice 


m ax X. — des. tag s ооа, (6.41) 
„Se poate. serie 
п 
1 
Ox = Х — dy = —: (2; — ax) 
n 
& xu EE 
sau: 
. i Spela н Я — 
eb-— " i pe: mel ^ M Уе" iade лу) so1(:42). 


Dacă se ia valoarea medie a Mire d ir rezulti x cá | valoarea medie 
a ultimului termen este egală cu zero, deoarece erorile reale“ Ал; ' 51 ДА sint 
mărimi independente si conform principiului distributiv. numărul erorilor 
pozitive- este practic. egal cu numărul erorilor negative. Astfel din relaţia 
(6.42) se obţine | 

(6.43) 


gre og que. 
оу = sau сӯ JE 

Vedem că spre deosebire de eroarea medie pătratică c care tinde spre o 
valoare staţionară, prin mărirea numărului n de măsurări, eroarea medie 
pătratică a mediei aritmetice se poate, în principiu, reduce sub orice limită 
dacă mărim' numărul n al másurárilor. Se' observă însă că eroarea medie 
pătratică a mediei aritmetice c x scade destul de încet cînd se mărește numărul 
de măsurări peste o anumită limită. Pentru ilustrare în tabelul 6.5 se indică 
valoarea сұ în funcţie de numărul n de măsurări efectuate: 


Tabelul 6,5 


n -| £é[.2]-[-4] 50]. 7°] m [36 | so [1% | 
m c | 0,710 | 0,88о:]:0,5о: реа peapa] Ë => 0,140 | 0,15 


| Vedem, de exemplu, că: mărind numărul: măsurărilor de latri; = 50 la 
n; = 100. mărimea. o. scade numai cu 4095. 


Pentru obținerea unei valori sx cit mai mică este mai avantajos să se 
inibunátáteascá metoda şi mijloacele de măsurare care conduc la micşorarea, 
erorii medii pátatice o şi in mod implicit la micșorarea erorii medii pătratice 
a mediei aritmetice. | 

Pentru a putea calcula eroarea medie pătratică a unei măsurări indivi-, 
duale с si eroarea medie o pátraticá a mediei aritmetice c y, trebuie să cunoag- 
tem erorile absolute reale (6.34). Aceasta implică cunoașterea valorii adevă- 
rate zo ceea ce este posibil numai în împrejurări foarte rare, cînd mărimea To 
ar putea fi calculată pe o cale oarecare, sau cunoscută anticipat. 

Din acest motiv în locul erorilor absolute reale (6.34) se introduc erorile 
absolute aparente (u). š 

Prin eróare absolutá aparentš intelegem diferenta algebricá dintre unul 
din rezultatele individuale ale unei serii de másurári si media aritmeticá X 
a ansamblului de rezultate care compun seria respectivă de măsurări : 


b, жа X (6.44) 


Pentru preséurtare, in cazul in care nu pot avea loc confuzii, eroarea 
absolută aparentă poate fi denumită şi simplu eroare aparentă. 

Eroarea medie pătratică- c a unei măsurări individuale şi eroarea medie 
pătratică a mediei aritmetice ox se estimează prin eroarea standard a unei 
măsurări singulare dintr-o serie .de măsurări (s) si: respectiv. prin eroarea 
standard a mediei aritmetice obţinută dintr-o serie de măsurări (sx). 

Eroarea standard a uhei măsurări: singulare. dintr-o serie de măsurări 
este indicatorul statistic care caracterizează dispersia rezultatelor obţinute 
dintr-o serie de n. măsurări, efectuate asupra aucipiasi măsurand : | 


п 7A | n | M JJ, | p | 
sf 1 У)» {шй Sei 2) С (645) 
bs Mt 14 š п =le u BS adanida STRA 


Eroarea standard a mediei aritmetice obţinută dintr-o serie de măsurări, 


este un indicator statistic ce caracterizează dispersia mediei aritmetice obti- 
nute pe baza unei serii de măsurări efectuate asupra aceluiaşi măsurand. 
Prin STAS 2872-74 se defineşte : | j 


$ 1 n îl " m Li 4 ич i 
=т= == tı — Xy 6.46 
Za [se 2) e - X | (6.46) 


Exemplu. Їп scopul ilustrárii modului de prelucrare a unui sir de má- 
surări, considerăm următorul exemplu. Rezistenţa unei bobine a fost " “măsurată 
de 10 ori, cu ajutorul unei punti obtinindu-se următoarele rezultate in ohmi. 


6,270 6,271 6,276 6,278 86277... .. | 
6,277 6,273 6,272 6,275 6,274 


167: 


Tabelul 6.6 Trebuie să specificám cum se scrie 
x) rezultatul acestor másurári si ce semni- 
R, (Q) v=R —R |уф=(В,—В)%|- ficatie are rezultatul indicat. Pentru 
aceasta construim un tabel: de calcul 
6270 ' | . —0,004 16 10-5 (tabelul 6.6). 
6,277 --0,003 9-10-* 
6,271 —0,003 9-107* n 
6,273 — 0,001 1-10-5 i ; R, 
6,276 -+0,002 4:10 Bod И 
6,272 — 0,002 4:10 R = 10 = 6,274 
6,278 +0,004 16 107 
6,275 0,001 1:10 : a А — 
6,277 110,003 9.10 Conform formulei (6.45) avem: 
6,274 0 0 i NU 
69-10-79 \'/ 
= | m jl = 2,8.10-5 Q 
„Ж. ^ 10—1 Li — ча 
„62,743 --0,003 |“ 69-1070 ' Pon Hi syn gii 
= 3 i 8 - Eroarea- standard га; mediei: arit- 
metice este 
s 2,8-10-* 
SR = ——— = — Z — 


= 000093 40001 9 ` 
Rezultatul setului de măsurări efectuate se serié sub forma: 
R = (6,274 1 0,001) Q 


Putem deci considera că valoarea adevărată. a rezistenţei bobinei este 
cuprinsă între 6,273 şi 6,275 О. Se pune însă problema dacă valoarea ade- 
vărată a rezistenţei este cu certitudine cuprinsă în intervalul respectiv sau 
există posibilitatea ca valoarea adevărată să fie în afara acestui interval: 
adică mai mare decît 6,275 О sau mai mică decît 6,273 Q. La această întrebare 
vom încerca să răspundem în paragrafele următoare. ; 

6.4,3.; Relaţia dintre indieele de precizie: h şi eroarea medie pătratică. În 
paragraful 6.4.1 am arătat că valorile individuale ale unui set de n măsurări 
pentru n suficient de mare) se distribuie după funcţia de repartiție Gauss (6.30). 

к. 


= е-М(ж—г,)* 


l == 


. Produsul „ки š арм MĂ 
reprezintă probabilitatea ca în urma efectuării unei măsurări să se obţină 
valoarea individuală x caracterizată de eroarea absolută reală Az. 
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Putem deci serie probabilitățile ca în urma efectuării unei singure măsurări să se obțină 
respectiv valorile individuale Tı, Xy Toy ..., Xy caracterizate de erorile absolute reale Axis 


тАх„, Ada ..., Ах, : 


h a —R'(z,— J Ах, 
h TN NER DONE 
P= — 6 it (a =a) Ах, 
= — tlet) Ду, (6.48) 


. Probabilitatea ca in urma efectuárii setului de n măsurări să se obţină а indivi- 
duale z, Z, *4,...,2, cu erorile absolute reale respectiv Aa, At; Ag ciz Да, este 


P= Pp P,:P,: P, (6.49) 


" Q. Introdueind expresiile (6.49) in formula (6.49) se obţine: 


h yn i - | 2 gal 
P= |— |] exp (—Ri[(z; — to)? + (z; — To)? E (zs — =) ERE 
n. cb, reap ca NA sai n: ; (6:50) 
sau АБЕ подай 5b 2 - 
pi ег exp (— P[Az)* + (Ar) + (Ar +... 
Va | 
oos (Аз, р Aa Ax As Bia ` (6.51) 
Stabilim indicele de precizie h impunind condiţia ca probabilitatea: P sá fie maximá, 


adicá 
SE (6.52) 


Derivind expresia (6.51) în raport cu h obţinem: 


an 


SR Пе, e IL (A? HA)... (Atu?) [2h] (Aa)? + (Аа)? + 
т 


à h \п—1_ 1 дауа Азау...) = 
+ Ang +... + (дыў + n) . L etan) : 


T T 


| E cpr e IPLA! (Ac) (Аа)... (Аха)#] | [-278(A2,)? + 


T 


+ (Ах,) + (Ar +... -+ (Ах„)# + n] = 0. 


Derivata. probabilității P, în raport cu h este zero dacă, 


у ы 


i=0 
De unde 
n jJ 
LR Аа Е > ` (aeo) кше (6.53) 
yh п ke 
[E 
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EL DE 


(x—2,)? 


Y — x, ILL | 
c 2o? of(z) I d 1 | ) 
: eft US жа, | = ic (6.54) 
, "t" 2*0 
0 1 
0,399 i indi izi 
+95 um ees Deci indicele de precizie h depin- 
0,607 0,242 le de e іе pătratică 
îi a Dad : de eroarea medie pătratică. Intro- 
0.135 0,054. . dueind relatia (6.54) i 
12, 0,135 0054 i tia (6.54) in formula (6.30) 
3 0011 0:004 obținem : forma finală a densităţii de 


L. distribulie Gauss (densitatea distribu- 
. Hei normale). 


— ПРЕ =. 
У Eo Lm 203 t £ - 


Deoar hd 
DEP mia ia pentru ешр L-densitátii de.repartitie; pentru diferite valori x 
Айына i v inna medie pátraticá о, vom calcula produsul f(zx)o pentru 
parametru * did raportului (y — 2,)/o. Eroarea medie pátraticá o fiind un 
icri m зав Mis s produsului о (2) de raportul (x — х0)/с este 
I ? pentru f(2): În tabelul:(6.7) sint „e ae А 
їп functie de raportul (z — z,)/o. (6.7) sint.date valorile produsului efi) 
il din tabelul, 6/7 sint. reprezentate. in. figura. 6.13: I 
P n = 6.13 5i prima coloană a tabelului 6.7 së vede că practic, pentru 
indies АЕ з aies măsurărilor individuale dintr-un set de măsurări valorile 
ndividuale obtinute пи. diferă de valoarea reală -mai mult de. Зо, -adică : 


|z — 00 | < 3c (6.56) 


“Fig, 6.13. 
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concluzie este in totală concordanţă cu principiul limitativ, 


Această 
ile erorilor întimplătoare. Derivînd densitatea de repar- 


privind proprietàl 


.titie f(x) in raport cu x obținem: 


(2—1 о) 
df(a 1 БЕТЕ E 
ШШ уы чс. (6.57) 
A/ 2x0? : 
Galeulind derivata а doua ауеш: s 
эл Га NS i my 
аза) 0d Ea Ей 
da? J/2nc? o? 3 


Vedem cá derivata de ordinul intii se anuleazá in punctul : 


iar derivata de ordinul doi se anuleazá in punctul 


z = Z 0 


Deci in punctele ж == ту c: densitatea de repartiție prezintá : 
de inflexiune. — E di 1r 30 DAN 

Cu cit parametrul o are o valoare mái mică cu atit curba: 
densitatea de repartiție f(x) este mai ingustă, adică rezultatele m 
individuale se situează mai sis în jurii vafoti adevărate д, 

În figura 6.14 este reprezentată densitatea de repartiție f(x) pentru trei 
valori ale erorii pătratice medii și anume pentru o = 1/4, 1/2 şi 1. 

Subliniem că densitatea de repartiție (6.55) pentru rezultatele "intimplá- 
toare ale unui set de măsurări a fost de multe ori verificată prin experiențe 
special imaginate în acest scop şi de fiecare dată s-a constatat că repartiţia: 
Gauss este în perfectă concordanță cu rezultatele experimentale. 

Pentru verificarea repartiţiei normale se utilizează în laborator dilerite 
instalații cu ajutorul cărora se pot produce, în mod artificial, un număr 
foarte mare de evenimente intimplátoare. Putem utiliza, de exemplu, insta- 
latia a cărei schemă de principiu este indicată in figura 6.15. Din pilnia P 
se lasă să cadă nisip foarte fin. 

.. Jetul de nisip саге iese din pilnie va fi par 
rilor si a. ciocnirilor -dintre particulele de nisip. 
două. sau. mai multe site. metalice aşezate orizontal, 


р 


ăsurărilor 


tial împrăștiat datorită îrecă- 
. Nisipul în cădere întilneşte- 
la distanţă foarte mica. 


una de alta. s ted hers ihor өзөн uv tn 

„+ Găurile sitelor respective trebuie să fie suficient de mari pentru:ca particu- 
lele de nisip.sá.nu intimpine пісі o-gret 
de nisip se vor сіоспі de firele sitelor met 
tor, direcţia de mişcare. Ca rezultat al acestui fenomen, la o distantá.oarecare 
de site getul de nisip este suficient de larg, adică pe măsură ce ne îndepărtăm 
de site secţiunea transversală a getului de nisip crește. 
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atate. Та. trecerea: prin.ele. Particulele- 
alice sehimbindu-si, în mod. intimplá-: 


ШЕШЕНЕ ЕЕ 


3 E 
Ну 5 =: ze 


Fig. 6.14, 


il Realizäm ca nisipul să curgă într-o cutie cu pereții transparenti, împăr- 
țită într-un număr suficient de mare de secțiuni prin pereţi verticali. Vom 
vedea cá în diferite: secţiuni ale cutiei vor cădea cantităţi diferite de. nisip. 
Cea mai mare cantitate de nisip va cădea în secţiunea cutiei aflată sub pil- 
nie. Їп celelalte sectiuni ale cutiei va cádea cu atit mai puţin nisip cu cit 
acestea sînt mai îndepărtate de secțiunea centrală. Obtinem astfel o histo- 
gramă experimentală care verifică foarte precis legea distribuţiei Gauss: 

Cu ajutorul acestei instalaţii putem varia valoarea erorii medii pátratice с 
dacă utilizăm un număr mai mare sau mai mic de site. Dacă mărim — 
rul de site creste numárul de ciocniri ale particulelor de nisipcu firele me 
talice ale sitelor si vom obţine o curbă de repartitie mai putin netá, cu m 
maximum mai putin pronuntat. Deci márirea numárului de site este entitat 
lentă cu mărirea erorii medii pătratice c. ^ 


6.44. Funefia de repartiție. Cunoscînd densitatea de repartiție f(a) 
putem "x funetia de repartiție F(x) care reprezintă probabilitatea ca 
în urma efectuării unei măsurări să se obţină o valoare individuală + “mai 
mică decit z: Ж 


F(2) = Р(а < 2). (6.60) 
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Deoarece probabilitatea ca in urma efectuării unei măsurări să se obţină 
oricare din valorile individuale posibile este unu, probabilitatea ca valoarea 
individuală z, să fie mai mare decit valoarea x aleasă (P(x; > х)) se exprimă 


prin probabilitatea Р(х; < z), ca valoarea individuală x; să fie mai mică 


decit x: 
P(x; > z) = 1 — P(x; < z) = 1 — F(x): (6.61) 

Această relaţie apare evident din figura 6.16. Dacă fixăm valoarea 

ж = х, atunci probabilitatea P(z, < £a) este egală cu aria A;, iar probabili- 
tatea Р(х; < £a) este egală cu 
aria Аз, limitată de axa c si 
densitatea de repartiție f(x). 


Р(% < Xa) = Ay; 
(6.62) 


Р(х, > m) = As. 


Deoarece aria limitată de 
axa х si densitatea de repar- 
titie f(x) este egalá cu unu, 
avem : 


А, + Ag —1 
$i... (6.63) 
Ag —1-— A, 


Functia de repartitie F(z) 
are un rol fundamental in pro- 
cesul de prelucrare a datelor 
experimentale afectate de erori 
întîmplătoare. Dacă este cu- 
noscută funcţia F(x), pentru 
diferite valori ale variabilei z, 
putem calcula probabilitatea 
ca rezultatul unei másurári in- 
dividuale (ж) să fie cuprins 
între valorile z, si %, ale mă- 
surandului. Aceastá probabi- 
litate este aria A hasuratá din 
formula 6.17: 


P(r, < z, <a) = 


= À = f Rar (6.64) 
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Pe baza formulelor (6.60), (6.61) si (6.62) putem scrie: 


Plta Te < to) = = As — Asi P(v; < ta) — P(v; ta) = 
= 1 — P(z, < ta) — 1 + P(x; < ту) = F(z,) — F(z.). (6.65) 


Dacă am dispune de tabele, suficient de detaliate, pentru funcția de 
repartilie F(x) am putea ușor afla probabilitatea ca în urma unci măsurări 
să obținem valori individuale cuprinse într-un anume interyal, prin simpla 

cădere а valorii funcției de repartiție pentru limita inferioară. a intervalului 
Ala din valoarea [uncliei de repartiție pentru limita superioară a acestui 
interval. а а 

Tabelarea funcţiei de repartiție F(x) prezintă dle neajunsuri, din punct 
de vedere practic. Densitatea de repartiție f(x) contine parametrii л, si с 
care caracterizează atit natura măsurandului cît și condiţiile de măsurare. 
Deoarece în activitatea practică intervine o gamă Гоагіе largă de valori 
pentru parametrii х, si о, ar fi necesare extrem de multe tabele. 

Pentru evitarea acestor neajunsuri se introduce. variabila 


"qe. ind N (6.66) 
o 


În funcție de variabila и, densitatea de repartiție f(x) devine : 


⁄ 1 ! ; 
fu) = — e t (6.67) 
/ = ' 
A 2n . 
Trebuie ţinut seama de faptul că în cazul densitá[ilor de repartiție, trecerea de la o varia- 
bilă la alta nu se face prin simpla înlocuire, ci trebuie să se impună condiţia ca probabilita- 
tea ca valoarea x să fie cuprinsă în intervalul v, a + Ax să fie egală cu probabilitatea 'ca 


valoarea u să fie cuprinsă în intervalul п, и + Au unde Ап corespunde intervalului: Axr, după 
formula (6.66) 


f(z)Az = f(u)Nu. 
De unde 


Aa 
Киш) = f(x) Án 


Dacă variabila x este cuprinsă in intervalul 


Az = z, — t, 


atunci 
Жы q i ЧЁ Ta — a _ by— x Ag 
g Ec акей Жон йаз: эйр лош анына TEES 
A с с с с 
Deci 
(x—2,)* 1 
fu) = ef) e 29 el 
тс Vaz 
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Avantajul introducerii va- 
riabilei u constá in faptul сй 
densitatea de repartitie (6.67) 
nu depinde de valorile con- 
crete ale parametrilor zx si o, 
devenind astfel o functie uni- 
versalá usor de tabelat. 

Densitatea de reparti- 
ție f(u) are un maximum pen- 
truu = 0 (adică pentru =T) 


si este absolut simetrică față . 


de axa u = 0 (fig. 6.18), adică 
pentru orice valoare a varia- 
bilei u avem: 


WES 


Probabilitatea ca varia- 
bila u să fie cuprinsă iu inter- 
valul (иу, из) este reprezentată 
grafic de aria corespunzătoare 
trapezului curbiliniu determi- 
nat de axa Ou, dreptele u =u, 
si u= u, precum si de 
curba densității de repartitie 
(fig. - 6.19). - 


De ойе “se -tabeleazá. |. 


in intervalul di zs 


așa-numita funcţie de repar: .: 


i К 3 u 
ginti, aria оиа cuprinsă sedii -2 3 40. d si 
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Tabelul 6.8 


19 с) 
C n оос) 
= c 
EMIEEEEREEREEEEEEREEEEEE 
e Q C» 10 10 00 c — OS 10 — E- со ха 50258922 
Ə É :2 8 % > 2 = Z 2 Ë @ 2 2 S Š ë Š = НЕ 
> S X ГЫ 00 % о) С 9 © От ©з О © G G, Ф Сэ G>, O 
s 
б-ка ыы sce ыы ou 
с ааз ар ар 
is ALLN o0 s co O G = :2 c O G < o % O 
ecc aT O O C 
m i о 
ZANDRO 
= С 1N m D 
8 €? E15 M çO 1210 cO O> @ iO 2 
S | TUEPEEEEPEPEEPEEEEEE 
-1-1-1-1-1-2-1- Ə = š @ 5 @ = Š r Ë: < S 
S2S222228282852255s55a 
ecc 


Fig. 6.20. 


Fig. 6.21. 


„Dacă u, 1 js us, ==] din tabelul 6.8 avem: 
Е o - ма o=) = = 0,84134 — 0,15866 = 0,68268.: + 


„Pentru: uj 3 şi à "p obţinem: 
Фо) (2) — 0,97725 0,02275: = 0,9545 
iar pentru u, = —3 si u, = +3. 
(8): — 6-80) = 0,998650 — 0,001350 = 0,997300. 


s Aceste rezultate inseamm cá din numărul tótal n de valori individuale 
ds 2% ., t, obţinute in urma unui set de măsurări identice 68,268 % sint 
cuprinse între valorile 2 — G $i totg ‚‚ 95,45 95, între zy — 29: Şi to. 2c 
iar între х, — 30 şi х, + Зо sint сир не 99,73% dintre rezultatele individu- 
ale, Deci numai 0, 27% din valorile individuale se aflá in afara intervalului 
(х0 — 30, To + Зо). ; 

Se pune, de multe ori, problema găsirii unui astfel de interval in jurul 
valorii adevărate xy încît 50% din valorile individuale să fie cuprinse in 
intervalul respectiv. Dintr-un tabel mai detaliat, pentru Ф(и) se obţine: 


(0,6745 — Ф(—0 8745) — 0,5000. 


Deci. în EUN cuprins între To ` 7 0,6745o. si xy + 0,67450 vor fi 
cuprinse 50% din numárul n al valorilor individuale obţinute, într-un set 
de m măsurări. Din acest motiv: mărimea : 


ШЕ] = 0,6745в (6.69) 


ве numește eroare medie pătratică probabilă, 


6.4.5. Nivel de încredere. Interval de încredere. Trebuie să răspundem la următoarea 
întrebare. Dacă se efectuează un set de n măsurări si ani obţinut prin calcul valoarea medie 
aritmetică a rezultatelor individuale X, precum si eroarea standard ва unei măsurări singulare 
şi respectiv eroarea standard a mediei aritmetice 5, ‘сит putem stabili intervalul în jurul va- 
lorii X in саге va fi cuprinsă valoarea adevărată z si care va fi probabilitatea ca xy să fie cuprinsă 
în intervalul considerat, " à 

Prix nivel dé încredere al măsurării (sau nivel de confidenfd) P* sc înțelege probabilitatea 
ou care se poate afirma că, într-o serie de măsurări o anumită eroare aparentă nu va depăși 
eroarea care însoţeşte rezultatul indicat al măsurării, 

Dacă numărul măsurărilor ar fi suficient de mare, am putea spune că dacă rezultatul 
măsurării este ` 


X sx 
atunci P * = 68,396, iar dacă se indică 

X X3sg 
avem un nivel de confidenlá P* = 99,7%. 


Deoarece in măsurările concrete efectuate numărul n al măsurărilor individuale este 
relativ mic, se constată că aceste afirmaţii nu sînt riguros exacte. 
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Intervalul de încredere al măsurării (sau intervalul de confident) reprezintă intervalul 
cuprins între valorile extreme ale rezultatului unui set de măsurări. Cu cît nivelul de inere- 
dere P* este mai mare cu atit intervalul de incredere este mai mare. 

Pentru a înţelege cum se ajunge la stabilirea nivelului de confidentá P* si a interva- 
lu:ui de încredere, considerăm că am efectuat mai multe seturi de măsurări şi că în fiecare set 
am obținut cite o valoare medie oritmetică X. Conșiderăm, de asemenea, că valorile medii 
obţinute X se distribuie în jurul valorii adevărate z, după densitatea de repartiție Gauss, în 

care înlocuim parametrul c prin ЕРЙ 


Deci 
СЕ = To)? 
1 2 ` 
fX) = ——— e E (6.70) 
' 2 ans 
Efectuindu-se schimbarea de variabilá 
Ing bt: X-a (6.70) 
Sy 
"a obtine 
1 ; 
ЙҮ =e — eU, 6.71 
fO) к= (6.71) 


Valoarea parametrului t este funcţie de nivelul de confidentá P* impus, 
ca valoarea adevărată % să fie cuprinsă în intervalul de încredere 


X-—tz&mszX-s тгл (6:72) 


Dacă numărul n de măsurări nu este suficient de mare, se introduce 
márimea ((P*, k), unde k =n — 1, care depinde atit de nivelul de confi- 
denlá P* cit si numărul n de măsurări. Cunoscind mărimea I(P*, k), se poate 
afirma că probabilitatea ca valoarea adevărată vy а mărimii măsurate să fie 
cuprinsă în. intervalul de încredere 


X — ҚР*, sg < to < X + ҚР“, ksz (6.73) 
este P* (adică nivelul de confidentá ales). 

Nu ne.oeupám de modul de calcul al funcţiei /(P*, k), subliniem numai 
că această funcţie este tabelată și noi trebuie să știm cum se folosesc valorile 
date în tabele. În tabelul 6.9 se indică valorile funcției ((P*, k) pentru nive- 
lele de încredere P* — 0,90; 0,95; 0,98 ; 0,99 și 0,999, precum şi pentru 


diferite valori ale numărului k care poartă numele de grade de libertate. 
În exemplul din paragraful 6.4.2 am obţinut rezistența medie 


R = 6,274 Q 
și eroarea standard a mediei aritmetice .- 
| Sg = 0,001 Q. 
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Tabelul 6.9 


pt 0,90 0,95 0,98 | 0,99 | 0,999 
k 

2 2,776 3,747 4,604 8,610 
pu ME NE ME. 
94: 2,447 3, i „959 
d o 2,365 2,998 3,499 5,405 
8 1,860 2,306 2,896 3,355 5041. 
9 "(833 =|- 2,202 2821- 3,250 4,781 
10 1,812 2,228 ©2764 3,169 4,587 
11 1,796 2,201 2,718 3,100. 4,487 
12 1,782 2,179 2,681 3,055 D 
13 1,771 2,160 2,660 3,012 221 
14 1,761 2,145 2,624 2,977 1,140 
15 1,753 2431 ^ 2,02 ^| 2,947 4,073 
16 1,746 2,120 2,583 2,921 1,015 
18 1,734 2:103 2,652 2,878 3,922 
: 725 2,086 2,5 ) 3,8: 
an 1708 2.060 2,484 2,787 3,725 
30 1,697 2.042 2,457 2,750 3,616 
35 1,689 2,030 2,437 2,724 3,591 
40 1,648 2.021 2,423 2,704 3651 
io 878 2008 e 2071 2497 

5 76 2.008 '40: 2, ; 
o in 2,000 2,390 2.660 3,100 
70 1,067 1,995 2,381 2,648 3,136 
30 ie АС 2 осо 3,401 

1,987 2, " n 
$00 ао 1,984 2,364 2,626 3,391 
1,645 1,960 2,326 2,576 3,201 


"— ——ÓMÓ 
NEN MERECE SPEM 5 Pru Li 


Deoarece s-a efectuat un număr n = 10 măsurări, adică numărul gra- 
delor de libertate k = 10 — 1 = 9 obţinem: 


1 = (0,90, 9) = 1,833 1(0,99, 9) = 3,250 
1(0,95, 9) = 2,262 1(0,999, 9) = 4,785 
1(0,98, 9) = 2,821 
Dacă seriem rezultatul acestei măsurători sub forma 
= (6.274 + 0,004785) Q 
sau prin rotunjirea valorii erorii : 
R = (6,274 + 0,005) 


putem afirma că valoarea adevărată a rezistenţei bobinei єзї cuprinsă în 
intervalul de încredere (6,269, 6,279 Q) cu un nivel de confidenţă P* =.0,999, 
Adică probabilitatea ca eroarea aparentă a unei măsurări să denisae va- 
loarea ts adică 4,785 :2,8. 10-s = 0,013 Q este mai mică decît 0,1%. 

De foarte multe ori, în practică, se pune problema efectuării măsurărilor 
în astfel de condiții încît pentru un nivel de contidentá dinainte stabilit, 
intervalul de încredere să nu depăşească o valoare dată. În astfel de cazuri» 
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se efectuează un număr n, de măsurări de regulă n, — 10, apoi se calculeazá 
intervalul: de încredere, corespunzător nivelului de confidentá P* stabilit. 
Dacă intervalul de încredere obţinut este de m ori mai mare decit cel impus, 
atunci numărul măsurărilor individuale necesare este n = тёп). 

-Din cele discutate în acest paragraf rezultă importanţa efectuárii unui 
număr n cit mai mare de măsurări individuale, în scopul micșorării interva- 
lului -de încredere Ја un nivel de confidentá stabilit. Ar fi însă destul de grav 
dacă am rámine cu impresia că mărind numărul n al măsurărilor individuale 
putem obține orice precizie: dorim, adică un interval de încredere oricît de 
mic corespunzător unui nivel de confidentá oricît de ridicat. 

Cea: mai sigură cale de a obţine intervalul de încredere impus, la un 
nivel de confidentá P* stabilit, este mărirea preciziei măsurărilor individuale, 
ceea ce conduce la micşorarea erorii standard s. Cu cit valorile individuale z, 
obținute, vor fi. mai apropiate de media aritmeticá X, cu atit eroarea stan- 
dard:s va fi mai mică, ceea ce asigură micşorarea intervalului de încredere 
pentru -P* si n dati. Deci un set de n măsurări individuale este cu atit mai 
precis cu cît dispersia (împrăștierea) rezultatelor individuale este mai mică. 
Pentru asigurarea acestui deziderat se impune o bună stabilitate a apara- 
turii utilizate si inláturarea factorilor exteriori care pot mări amplitudinea 
erorilor: întimplătoare. 


6.4.0. Coneluzii praetiee privind erorile intimplátoare in eazul efectuării 
unui set de măsurări directe, în aceleaşi condiţii. Din cele discutate mai sus, 
putem răspunde la cele trei întrebări fundàmentale, care se pun în procesul 
de efeeluare a măsurărilor si de prelucrare a datelor obţinute. 


a) Valoarea care aproximeazá cel mai bine, valoarea adevărată a mă- 
rimii fizice măsurate este media aritmetică X a valorilor individuale Tis 
25, ss T, obținute într-un set de n măsurări. 


b) Eroarea asociată unei singure măsurări este eroarea standard s. 
c) Eroarea valorii medii aritmetice este eroarea standard а mediei sg. 


În practică se pune însă problema efectuării de măsurări asupra unui 
număr mare de măsuranżi. De exemplu, un operator trebuie să măsoare, 
cu ajutorul unui ohmmetru; valoarea rezistentelor pentru un număr N de 
rezistori. Este clar că nu este posibil ca rezistența fiecărui rezistor, să fie 

măsurată de un număr n, suficient de mare, de ori. În acest caz trebuie pro- 
cedat În felul următor. Se másoará rezistenta unuia din cei N rezistori de un 
număr n, suficient de mare, de ori. De obicei n = 10 — 15. Pe baza rezulta- 
telor individuale obtinute se calculeazá rezistenta medie Ë a acestui rezistor 
şi eroarea standard s, precum si eroarea standard a mediei aritmetice SR. 

Dacă se impune ca rezultatele măsurărilor să fie livrate cu un anumit 
nivel de încredere P* se caută valoarea I(P*, k) din tabelul 6.9 şi'se scrie 
rezultatul acestei măsurări : Š : 


йй ы йй ил do siab (6.74) 
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Eroarea standard s este o caracteristică a metodei si mijlocului de másu- 
rare utilizate. De aceea dacă pentru rezistențele celorlalți rezistori se efec- 
tueazá cite o singură măsurare oblinindu-se valorile individuale Hi R; -.. 

„ Ry., aceste rezultate trebuie indicate sub forma : 


R, + (P*, ks 
Ra L 1(P*, К)з 


Rya + UPS, Куз. 


Dacá insá rezistentele celor (N — 1) rezistori ве másoará de un numár 
de ori n, < n, de exemplu n; = 5, atunci se calculeazá mediile aritmetice 
ale fiecărui set de măsurări obtinindu-se valorile R,, Ra, ..., Ry. i Eroarea. 
standard a mediilor aritmetice R, Ra, ..., Ry 4 va fi: 


s 
Vni 

: Se caută în tabelul 6.9 valoarea, U(P*, Ку) unde Кү = n, — 1, iar rezul- 
tatele celor (N — 1) seturi de cîte n, măsurări se indică sub forma: 


Lx POD, husa C4 bra 


Who ee А, X kk BE ML оа Гоч 


Ry VET (PS, K)sg. 
Rezultatele másurárilor efectuate trebuie să fie însoţite de indicaţii 
privind metoda şi mijlocul de măsurare utilizat, precum și nivelul de confi- 


déntá P* care a fost considerat la calculul intervalului de încredere respectiv. 
De cele mai multe ori rezultatele unor măsurări sînt livrate sub forma : 


В, +s, R, +s, ... Ry-i+sS (6.78) 
sau sub forma: | р 
R; = Sm Р, -!- Sm 5 Ry- + sz. (6.79) 


În acest caz pe lîngă metoda si mijlocul de măsurare utilizat, trebuie 
să se indice numărul n de măsurări pe baza cărora a fost obţinută eroarea 
standard s; precum si numárul n, de măsuri individuale cu ajutorul căruia 
а fost calculată eroarea standard a mediei SR: Aceste indicaţii sînt! absolut 
necesare pentru ca experimentatorul care utilizează aceşti rezistori să poată 
calcula intervalul de încredere corespunzător unui nivel de confidentá, ce 
se impune în experienţele care le efectuează. 

6.4.7. Compararea valorilor medii. În efectuarea unor. experiențe apare 


adeseori problema stabilirii dacă între valorile unui anumit parametru pentru 
două probe distincle există sau nu o diferenţă semnificativă, adică dacă 
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utem айг š шт iv ru c á 
p afirma cá parametrul respectiv, pentru cele două probe, are valori 


diferite sau nu. De asemenea, se cere sá se verifice care este nivelul de incre- 


dere al afirmatiei fácute. 

I De multe ori se procedează eronat, în felul următor. Se efectuează п 
măsurări pentru proba 1 şi se calculează valoarea medie aritmetică a "н 
tatelor acestui sir de măsurări, pentru valoarea parametrului ce ne intere- 
sează. Notám cu X,, valoarea medie obţinută si cu s, eroarea standard calcu- 
lată. Fixindu-se nivelul de încredere P* putem afirma că valoarea adevărată 
201, este cuprinsă în intervalul 


RERI, Ry) = (6.80) 


MES 
unde k, = n, — 1. 
Analog se efectuează un număr n; de măsurări pentru proba numărul 2 


obtinindu-se valorile X, si sa. Se poate afirma că valoarea adevărată vy, este 
cuprinsă în intervalul 


(6.81) 


m 
s Кя 
5 


cu nivelul de confidentá P*. 
Se afirmá cá dacá intervalele (6. 80) 51 i (6. 81) ñu se suprapun, parame- 
trul Jj pentru cele două probe ate valori semnificative distincte si invers. 
S-a constatat cá acest criteriu nu este suficient de corect si de aceea 
pentru a putea decide dacă diferenţa dintre. mediile aritmetice X,, si X, este 
intimplátoare sau semnificativă se calculează raportul : : 


=. AX ЕЕ X 1 ( 
"i EE Гү? (6.82) 
s|— + — 
(ng ui 


unde 


zx Ачыш a t (iion IM + (m — bs (6.83) 


í + n, — 2 


Avind valoarea t calculàtà se. fixeazh - un nivel de fat pui p: cu care 
dorim sá afirmám cá cele două valori. medii. aritmetice. A. 51 x nint g sau. nu 
distincte. Numărul. gradelor de. libertate Де 1а K = ñ. d.a . Din tabe- 
lul 6 se află, valoarea funcţiei. ҚР", Kk). corespunzătoare , nivelului de con- 
fidenţă P* si numărul gradelor. de libertate k. ` 

Dacă valoarea £ calculată prin formula. (6. 82) este mai mare decit va- 
loarea Ї(Р*, К) aflată din-tabel 


SUP us iu (6.84) 
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se poate afirma că diferenţa valorilor medii X, şi X, este semnificativă, adică 
pua oc sae cu nivelul de confidentà P* stabilit. 
: Dacă însă 


E< (P*, k) (6.85) 


nu putem considera că diferența între valorile medii X, si X, este semnifi- 
cativă si deci neconcordanţa între valorile X, si X. este intimplátoare, iar 
valoarea reală a parametrului х pentru cele două probe este aceeaşi. 
Subliniem că dacă inegalitátile (6.84) si (6.85) sint aproximative, adică 
dacă f este cu foarte puţin mai mare sau mai mic decît I(P*, К) se recomandă 
mărirea numerelor n, şi n, de măsurări pentru a putea lua о decizie mai con- 
cludentă. 
Respectarea acestui criteriu prezintă mare importanţă în studiul dife- 
ritelor materiale în scopul determinării proprietăţilor electrice, magnetice etc. 
ale acestora: Aceasta cu atit mai mult cu cit unii parametri ce caracterizeazá 
diferite materiale au valori apropiate. Astfel rezistivitatea p este 1,6:10-5* О.т | 
pentru argint si 1,72:10-5 О.т pentru cupru. De asemenea, coeficientul ter- 
mic de variátie a rezistivităţii este: 4 1: 107 ra ioc r pentru ашин şi 4,2: 107 ° gr d- à 


pentru aluminiu. 


6.4. В. Măsurări Indireete. Tegen de compunere : a erorii n paragrafele 
precedente ne-am ocupat de studiul:erorilor de măsurare în cazul unei mărimi 
fizice z direct măsurabile. Se întîlnesc, însă, foarte. des situaţii cînd mărimea 
fizică Z ce ne interesează nu este direct măsurabilă, ci se calculează ре bază 
unor mărimi z, y, u, v... care sînt direct măsurabile. Mărimea Z se exprimă 
prin mărimile z, g, u, V.. г printr- o relație nonem de рша 


Z = й у, u, D.. E i. (6.86) 


De exemplu, stabilirea densităţii p a unui corp se poate realiza másurind 
masa m si volumul V ale corpului respectiv 


=, (6.87) 


În studiul fenomenului. de interferenţă a undelor, lungimea de undă А se 
se obţine prin formula 


d 

à = — 7, 
р 

unde i este interfranja, d este иара intre surse, iar D distanta de їн planul 


surselor la ecran. 
În primul caz (6.87) mărimea fizicá Z este densitatea p a corpului, mă- 
rimea z este masa m a corpului, iar у volumul V al corpului. Deci funcţia 


Ка, y) reprezintă raportul dintre 2 şi y. 
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in cazul 
-c) Dacă măriinea Z: reprezintă raportul a două mărimi z si y ca 


Determiriarea mărimii Z printr-o metodă de măsurare: indirectă implică 
formulei (6.87). atunci ш. formulei (2.50). avem: 


stabilirea erorii standard rezultate s, sau a erorii standard a mediei:sz- 
Prin eroare rezultantă înţelegem eroarea globală, care însumează: ansam- 1 z [Sz Sy (6.95) 
blul erorilor datorate componentelor funcționale asociate măsurărilor directe sz =— (ss + 05у) = A +2) ` 
în cadrul unei măsurări indirecte. De exemplu, eroarea rezultantă în valoarea y pu 
lungimii de undă A (6.81) este datorată erorilor parţiale în mărimile i, d și D. 


Eroarea parţială reprezintă partea din eroarea de măsurare rezultantă, Sa respectiv 
datorată unui singur component. Dacă de exemplu, pentru măsurarea lun- 81055) 1е &; (6.96) | 
gimii de undă À pe baza formulei (6.88) mărimile i, d si D se măsoară cite o iss dA S T j j 


singură dată atunci erorile standard parţiale vor fi s;, sp 51 sp iar dacă fiecare 
din aceste mărimi se măsoară de, mai multe ori, atunci vom avea erorile par- 


3 em | о dej ende tà de а: 
t а şi Sp Se pune d Dacă avem D n form 
deci р rob a. expri- ) 


mării erorii standard s, sau a erorii „standard „a mediei, aritmetice. a ; prin Z = z (6.97) 
erorile sç Sa Sp. Sl. respectiv prin Si Sei . . у Rr 
‚ Eroarea rezultantă se „exprimă prin erorile parţiale după legea. de « com- atunci, conform formulei (2.54) “з 
punere a erorilor. _. sz = ki*-ls, е (6.98) 
„Legea. de. compunere. a pis este. legea care “descrie legătura dintre дех кР Sa Ибра. ШВ Чат 300и лот BIBI Di m | 
erorile „parțiale. care afectează rezultatul unei „măsurări. Pentru а. „ajunge. la E^ 2S tar ima pus 
legea compunerii erorilor vom considera citeva cazuri particul „йы. (6-99) 
| S Dacá mürimea лой Z este suma „mărimilor v, y, U ` L 
"m iue Bh el 
TIN (6.100) 


atunci conform formulei (2.21) putem scrie : 


s, 253, SEL pe pus otn „e 30) 


йү. | 
În cazul cînd se efectuează mai multe măsurări pentru mirinille 2, у, | f Жо 2 (6.101) 
п, D... se calculează mediile aritmetice.2, ў, ü, D... si erorile standard ale í Sg == ET x ПРЕ 
aere medii aritmetice Sp Sp Sa Sy... lar eroarea standard a mediei aritme- | 
tice pentru mărimea Z va fi: ш на | эй! | 
Sz; = $5 + Sy + Së + 55 EE arene (6.91) i 
Expresiile (6.90) à respectiv (6:91) rămîn valabile în cazul cînd unele 
Чп mărimile z, y, u, v... intră in formula (6. 89) cu semnul minus. 
` b) Márimea-Z: depinde de márimile:direct măsurabile à А р d Di sub Aceste formule pot fi utilizate, in practică, pentru calculul erorii rezul- 
intus : ы 3 š p mius 3 că este mai indicat să 


iq sindo 34 tante. Se arată însă, in teoria erorilor de măsurare, 


Z š zguu, (6.92) nu se ia suma erorilor partiale, ci radial din suma pátratelor acestora. T 
Kerl Astfel in locul, formulelor (6. 90) si (6.91) este mai corect вй se scr 


i acest id contorm RAM à шы киште scrie : g. С vaca mulele :. MT Р суў | = i 
б == ПШ Ed yis, i МОЕ + ухи, "em # à | Е бер (6.93) $ : fină Terra a рли L (6.105) 
sb'Tespeégtiyo^ & pole loa sje pansit апте (V5.0) se» шти | 5i ^ 
103 lH lamulo y лый dnludg ë m ozar 0129 Ж gomit [11.8 _ _ / О sh si si (6.104 
SZ = 00085 + tus; HEYSE b SUUS... tinissi (6.94) аА 
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: De: asemenea, in locul formulelor (6.93) si respectiv (6.94) se va scrie : 


sz = V (os)? + (ешо)? + (кроз) + (xyus;)* (6.105) 
SË a, : 
sz = y (ywz) + (хиру)* F (agua) F (zyusz)*. (6.106) 


În cazul în care mărimea Z este raportul mărimilor z şi y eroarea rezul- 
tantă va fi, din formulele (6.95) si (6.96): 


"ЈЕУ в 


si 
dari LL 
RARI \у 


Deci in urma másurárilor indirecte rezultatul másurárii se indicá sub 
forma : ш; 

“Z SÉ $z ° (6.109) 
sau EM 9 D ТИ * 


Z +s; 


în funcţie de faptul dacă mărimile z, Y, и, v... au fost măsurate o singură 
dată fiind afectate de erorile standard respectiv s,, Sp Sw S5... бай au fost 
măsurate de mai multe ori, valorile medii ale acestor măsurări, z, p, ü, D... 
Hind afectate de erorile standard a mediei aritmetice sz, Sp 85, 55... Valoarea 
medie a mărimii Z fiind | 


5 


Z = NE gd s. (6.110) 
Nivelul de confidentá pentru valoarea Z sau Z va corespunde nivelului 


de confidentà cel mai scăzut, pentru valorile z, U, и, v ce intră în for- 
mula (6.86). 


“Exemplu 
"Dacă se măsoară ñiñrimile i, d și D (formula 6.88) de un număr de ori, 


obtinindu-se prin metodele cunoscute mărimile i, d, D, s;, sg şi 55, valoarea 
medie a lungimii de undă este. г У 


= id 
=—. 6.111 
A= N (6.111) 
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id atunci putem gási eroarea standard a 


Ёё Á “u a produsul A as 
Dacă notăm cu I pt еН. hiciste (6.106). 


valorii medii pentru mărimea ї = yd 


/ (6.112) 


DIUTDSÓREESTOSUS RM гү sp 
= = Vs? + dea) = id ye +( d | 
Cum 
га 
d 
Contorm formulei (6.108) | 
бу eee | |=] = sme] = 
an Js (5 
Introducind valorile s; si x avem: 
ve (sry (36 aj. (6.113) 
х) а) +5 
Rezultatul măsurării se indică sub forma: š š 
(6.114) 


х= А ES -*(т=]( 


EXERCIŢII 51 PROBLEME 


al U cu ajutorul unui voltinetru cu scara gradată 


banani ilerentá de potenti = 
6.1. Se măsoară о diferență de potent Si: să détermtus "do! 


iviziuni. Valoarea unei diviziuni fiind 3 V. 
iniară rată î 0 de diviziuni. Valoarea 3 е 
liniară, separată in 10 S ; si ane añ m 
i 1 in care trebuie să Пе cuprinsă valoarea diferenţei de potenţial U 2 
meniul în care 1 
" x cl 
relativi 3U să nu depășească 2%. 
б: 
Cu ochiul liber se poale ev 
distanţei dintre repere. Deci 


ë MAH “ulita 
alua poziţia acului indicator cu o precizie egală cu jumătatea 
a zi | 


AU = 1,5 N 
şi Ç 
f undi. к emm 
= ile З P 0,02 


U > g< 
"yz ү RID 909 
Pentru valorile U < 75 V, dU > 2%. 


De exemplu dacă U = 10 V 
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6.2. Se cere să se indice тойи in care trebuie să fie realizată o scară 


astfel încit eroarea să nu depindă de valoarea mărimii măsurate, 


gradată neliniară, 
R? 


Considerăm o diviziune oarecare pe scara gradată pe care o notăm cu y i 
absolută cu care se apreciază distanța pe scara gradată. Viteza dè vari 
în funcție de distanța x pe scara gradată este: 


ar Ах este eroarea 
айе a valorii diviziunii y 


dy 
ах à 


Márimea : 


40 Ax 
d< 


reprezintă eroarea absolută a valorii 


diviziunii y. Dorim ca eroarea relativă a fiecărei divi- 
ziuni să fie constantă ; 


De unde 


sau- 


diny= Сах; my = Cz + С; 


t= Сау £:. 


Rezultă că c scară gradată unilormă, în se 


nsul ca eroarea relativă să fie constantă, re- 
prezintă o scară gradată logaritmică. 


6.3. Să se calculeze diferenţa tolerată ЛІ între braţele unei balante cu braţele conside- 
rate egale cu | = 20 ст astfel încit Ia o singură cintărire să nu se comită o eroare. sistematică 
relativă mai mare de 1% si respectiv 0,196. 

R: 


lie m masa adevărată a corpului de cintărit 51 M masa greutăţii ce echilibr 


ează corpul 
de masă m pe balanţă. 


mgl= Mg(le AD 


Considerind m = М avem: 


Al, = 8,т.1= 0,01:20 = 0,2 cm = 2 mm 
Al, = 8зп.1:= 0,001:20 = 0,02 cm = 0,2 mm. 


6.4. Să se indice intervalul de încredere pentru care densitatea lichidului, 
baza datelor din tabelul 6.3, este cuprinsă cu un nivel de confident P* = 0,99. 
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obținută pe 


Rt 
Se realizeazá tabelul de calcul: 


Tabelul P.6.1 


A TT CX ЛҮ" |. «ИВР Co ЦРЕВНЕ ЖИРНЕН ЭР 


— 2 
n, | e (kg/m?) ш: | v 
1 530 30 2d 
2 480 —20 400 
3 460 хат 1600 
4 520 20 400 
Б 490 —10 Wc 
Е 0 

b УН 40 1600 
8 470 —30 900 
9 480 —20 400 
10 530 30 900 


$ = Уе, _ 500 kg/m?. 
n 


жез Men : 7 200 & 9 kg/m’. 
e 10.9 


Din tabelul 6.9 aflăm ż (0,99, 9) = 3,25 


Deci 
р = (500 + 29) kg/m’. 
кал! fa beta pa a 5.6 
6.5. Pentru măsurarea capacităţii C cu ajutorul montajului din їїдига P.5.3 (problema 5.6) 


i 1 iteva v i ale rezis- 
se determină tensiunea U si intensitatea 1 a curentului electric pentru citeva valori ale 
tentei R. Datele obţinute sint indicate în tabelul P.6.2. 


Tabelul P.6.2 


о | 300 | 200 
R (О) 700 | 600 | 500| 40 
19,2 
U (V) 753 | &6-| 10 | 12,0 | 15 
7 7,5 | 98 
I (mA) 38 | 43,5 | 51^ | 62 | 77 


lui și eroare: iei sz. 
Se cere să se determine capacitatea C а condensatorului şi eroarea standard а med 
Se realizează tabelul de calcul 


аы б 
j o U, 
g 9809-1022 1 635,102 F. 


6 
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Tabelul P.6.3 Din tabelul 6.9. 
п, I (mA) U, C) cT (à D 1(0,99, 4) = 4,604, 1(0,99, 4)s = 39. 
i Putem afirma că produsul РУ este cuprins în intervalul 
7 j 18 1,658:10-5 0,023 10-3 кё (2275 + 39) (етз:ст col. Hg) 
2 3, ; { B CAUT А 
: 51 10 1024. ds Za он cu o probabilitate de 0.99. 
5 Es > Tag 1,654 -1075 0,010 1.00 4071 | 6.7. În urma efectuării a două serii de măsurări, de egală precizie se obțin valorile X, = 
ч Îi E жы 3 Y 
6 p? 105 fr. a . 0,010 1:00 -10-34 = 23,56, X, = 22,80, s, = 1,10 si s, = 1,25 pentru două probe. Prima serie de măsurări constă 
EC ENT ы і — 0,009 0,81 -10—1+ din n, = 25 de măsurări individuale, iar a doua serie de măsurări din n, = 50 de măsurări indi- 
ў Wakap e - viduale. Se сеге sá se specifice, cu un nivel де incredere Р* = 0, 99, dacă diferența mediilor 
У 9,809 -107* 4 15,07 1074 aritmetice X, si X, este sau nu semnificativă. 
li CIA ds fno qué 
Д [15,07 | s= || & — 09 + (nə — 02 — 0,298 
sg = 107 | ME = 0,71-107? —0,007-1075 F, n, Tn —2 
Я = 3,56 — 22,80 = EN 
C = (1,635 + 0,007)107* F, ат s= r m = 2,55. 
6.6. Misurindu-se pre ? Ё 
din tabelul P.6.4. presiunea si volumul unui gaz la temperatură constantă se obțin datele Din tabelul 6.9 se obține 
1(0,99, 73) > 2,648. ж-ы | 
Tabelul D. 6.4 Deci  , "ipt | b uit | 
g f 
1 < (0,99, 73) «lite 1 
; "c E 
" Кани Рет Ig) | P. motiv pentru care nu putem considera că cele două probe sint semnificativ diferite, 
- 6.8. Efectuindu-se măsurarea rezistenţei unei bobine se obţin rezultatele : 
1 30 76 ou š 
2 25 16 2 280 5,015 ; 5,022 ; 5,024 ; 5,618; 
3 ai 90 2250 | ! 
d a d j iM 2300 5,620 ; 5,633 ; 5,628; 5,624; 5,613 Q. 
е 5 2265 - ; 
Š 10 228 2 280 Să se indice corect rezultatul acestui set de măsurări. 
Te R: 


. .SÁ se indice intervalul de încreder : А h Я R= (5,022 + 0 002) Q | 
cu Wm nivel de contidență „Pt = 0.99. in care se poale afirma că produsul, PV este cuprins (5,622 0,002), & 
Pentru simplificare notăm produsul PV = ` 
Calculele se fac pe baza tabelului P.6.5 ано рил i š fea Tabelul P.6.6 
pna——————ÁÀ QM EIL ) Mu d 


6.9. ln tabelul P.6.6 sint date valorile vitezei luminii obținute in diferite experiențe 


— 4 Anul ` e (km/s) 
{ z _йә aude D51065 Бин рва HoT 95 олив М 
1 (t = a) , (i à | + 
LEA |- ZI 1951 299793,1. 
pa 1954 .. 299793,0. 
> 2 250 ` 25 wn | 1957 :299792,85 
3 m 625 1958 599792;50 
2300 25 625 
B = m —— Bia e 
5 95 
T Să se indice valoarea cea mai corectă pentru viteza luminii e, în vid si eroarea standard 
y | 11375 | 1400 a mediei 
D — —— ic 6.10. Pe baza datelor oblinute'privind valoarea constantei gravitaționale y s-au calculat 
i 11 375 . următoarele valori pentru densitatea р a Pămîntului, în kg/m*. 
А 5. Б 560, 5 527, 5 493, 5 527, 5 507. 
— Să se indice valoarea cea mai bună pentru densitatea Pămîntului şi eroarea standard. 
1 400. ^t > 
S; = jam £28,4. В: 
| = (5,523 + 7) kg/m. 
190 | А 
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METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE: 


În capi T x s š 
өй = m 4 am văzut cà efectuind măsurarea unei mărimi fizice y 
г ñ 4 sC усэ отө s Ë h 
p u diferite valori ale mărimii fizice x, obţinem perechile de valori "xpe- 
rimentale : I i cais 
G1, X, ТАРЕ н 
(7.1) 
Ur 5, Jas +s Un 
e baza cáror ñ încercă ур ече "depend a^ t 
p aza cărora putem să încercăm reprezentarea dependenței mărimii у 


de mărimea z, printr-o formulă de forma 


И = у Daage, гарон) (7.2) 
илде а š i s ii ici, i i 
› b, c... sint parametrii numerici, iar funcţia f este o funcţie rațională 
de argumentele indicate. | 3 


Vom conside à Í Я à 
: i onsidera cá in procesul de măsurare, rezultatele individuale a, 
2 +.. 0, nu sint afectate de erori sau mai corect spus că erorile care afec- 


tează valorile indivi i А i 
ser Шеше individuale zi = 1, 2, ..., n) sint neglijabile față de erorile 
e afecteazá valorile individuale y; (i — 1, 2, 3 n) 
. a Ep š; aie e ° 
Deoarece valorile individuale Ji, ys ..., 0, sint afectate de erori de 


măsurare intimplátoare, diferențele : 


Jy (abs e oum) m Ay, 
JS = f(a, b, Oy yazma Tə) — Aa (7.3) 


Jj, -f(astbj бу q уа e= Agnus 
vor fi diferite de zero. 
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Metoda celor mai mici pătrate este o metodă de calcul pentru valorile 
cele mai probabile ale parametrilor а, b, с... din condiţia ca suma pătratelor 
diferenţelor (7.3) să fie minimă: 


S = (Ap) + (Au) +... Ag = E (Ag (14) 


Trebuie subliniat că metoda celor mai mici pătrate este cea mai corectă 
metodă de calcul pentru valorile parametrilor ce intră în formula empirică 
(7.2), dar această metodă poate fi utilizată numai după ce au fost efectuate 
toate încercările, descrise în capitolul 4, pentru а afla forma analitică a for- 
mulei empirice (7.2). Я 

Cu cît numărul n al măsurărilor individuale este mai mare decit numă- 
rul parametrilor din formula (7.2) cu atit este mai mare probabilitatea ca 
erorile intimplátoare ce apar în rezultatele măsurărilor individuale să se 
compenseze reciproc si deci valorile parametrilor a, b, с, obţinute prin metoda 
celor mai mici pătrate, capătă un nivel de confidenfá mai ridicat. 

Ne vom ocupa de aplicarea metodei celor mai mici pătrate în unele 


cazuri particulare. 


7.1. LINIA DREAPTĂ CE TRECE 
PRIN ORIGINEA COORDONATELOR 


Dacă formula empirică (7.2) este de forma:  - 
у = bz (7.5) 
atunci diferenţele (7.3) capătă forma: 
уу = bz, = Ai 
Ya = bta == Aya (7.6) 


Yn — bz, RR Aya- 


Măsura erorii totale, ce se obţine prin aproximarea datelor experimen- 
tale (7.1) prin formula (7.5) este suma pătratelor abaterilor (7.6) pentru toate 


punctele experimentale : 


S = X (u — bog (7.7) 


i= 


Valoarea parametrului b care aproximeazà cel mai bine datele experi- 
mentale (7.1) prin formula (7.5) se obtine din conditia ca suma 5 (7.7) sá 
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fie minimă, adică din condiția са derivat 
trul b să fie zero.: 


a mărimii S in raport cu parame- 


Bj aa a i solula "67185 


‚у Efectufnd derivata expresiei (7.7) in raport cu parametrul b obținem : 


n idi n n 
S, = 2X, (у, — bal T) = — 2, suy + 2b >, v = 0, 
Е {Шр ^oc pos ае гә ТҮПТҮҮ 
` Din această expresie rezultă valóaréh parametrului b: 


"m 
р і=1 _ ЖИ + Wells + ... Ҹар 
їн а. НЕ E 


(25) 


Valoarea parametrului b 


; obținută din formula (7.9), este afectată” de 
етоагёа stăhdard. ш лу э West | 


т |102 
> (0: — Фау? 
iza 
PUN “a - PT erts 
(n —1) Y: 22, 
1=1 


Exempla. În tabelul 7.1 sânt date rezultatele Inásur 


ürilor alungirii z a 
unui arc pentru diferite“ valori ale foriei Р, de întindere 


a arcului. 


Tabelul 7.1 


F (N) | 0 | (a | 1 1,5 2 É ü 585$ 1 
х (em) | 0 | 0,48 | 1,05 1,47 | 2,10 | 2,40 2,9 3,75 4,1 
În acest caz ştim că avem o dependentá de forma 
B ky (7.11) 


unde k este constanta elastică a arcului. 


Avînd deci, o dependenţă de forma (7.5) putem calcula, 


pe baza datelor 
din. tabelul 7.1, constanta elastică a arcului : 


BAS ri | 
> tF, S ШЕКЕ | 
k= UD. n 0906 Mim L0 Ug N/m 
| Za 02000 i 
EC i 


cu-ajutorul formulei (7,10). obtinem.:-- PASS Чар 
pee 5р = 1,02-10-* N/em = 1,62 N/m. 
= 194 ЕА Е ets TAVADE Bazin 


В 
€— H 
= 
i 
h Hu 
[ 
š Ë 
i HERR CH E 
fü Ë a 
ШЕ dia E: 
| i ai ЕВЫ ШЦ i 
îi iË qi i fi 
j Bl i ДЕН 
ü B: Ы 
E i iE : 
i Si i i 
îi H i 
Ё H 
ii 
iul Iber 
š d 
EB 
ш Ë hi E 
Б i 
LE T 
d s 
i Re E 
; H HET t 
^l d 
E E B ji 
E 1 Ë " Ë 
|. Е = В HI 
É \ 
š xdi б 
[s Wh 
F E 8 a i i m ] 
Bn f ren 
d E quia 
Ag 
fv E B 
E H 1 
E i ii 
i i 
ПЕ 
ili 
i | E 
ШЕН Hi tii р 
i HHL $ s THERE] E 
i iui ii E нен i 
HEH Ë Дд 
ЕДЕН In: — 
E EUER 
ШШЕ ШШШ 


Fig. 7.1. 


і utilizi Е 7.9) Si 
i paza rezultatelor experimentale si utilizind NI (7.9) 
4 pe baza rezultate | š. d i 
f; span: d afirma că valoarea constantei elastice a arcului e 
Д р а că 
| k = (99,98 + 1,62) N/m. 


І пса t uia ( D ) sin = 
Rezultatele ехре iment le 51 drea ta dată de form 1 / 11 nt 1 d 


cate in figura 7.1. 


7.2. LINIA- DREAPTĂ. CAZ GENERAL 


A H y " 
: а "ERO P | tà liniară 
Dacă mărimea fizică y depinde de mărimea y printr-o dependenţă ез as 
аса mar “ 
de forma: = 
TT (7.12) 
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se pune problema calculšrii 
е | rii parametrilor q si b a inci ; 
m UE н culi şi b astfel in 
à npa cit mai fidel posibil datele experimentale "i i ~ 
onform i i mici pă ale 
metodei celor mai mici pătrate se consideră că valorile 
йс rile parame- 


trilor a 51 b ре tr care p 2 р 
ntru car а р а (7 12) imeazá cel mal bine datele expe- 

т reapt . aprox! i i 

rimentale (7 .1) sint acele valori pentru care suma : 


n 
S == (у; — @ — Вау? 
zr а 0) (7.13) 


este minimă. 
Suma S iain 
va fi m ă ci E š 
эи a inimă cînd derivatele ei, atit in raport cu par т 
port cu parametrul b, sint zero parametrul a 


Sa = У [200 — a — bz] =0 (7.14) 
Si-X[-2(u—a-59]-0 1 ^ (a5 


Din formulele (7.14) (7.15) obţinem: 


n t . : £ n 
DER Е n : = 
rn e ры - (7.16) 
БУл} + ауд, = Y E 
wr Bis жь | P 
i-1 + an Zuge : (7.17) 


Pentr iner iei (7.16 
u obţinerea relaţiei (7.16) am folosit egalitatea evidentă 


> a na. ( .18) 
Este comod Sa Se Ir trodu« à noti 1пеа de cent 1 е reutate entru 
„сет l d 8 u 
i p nt 


distribu 12 datelor е е I ] 7 1 - Coordon ele м 1 d greutate 
хр 'rimentale . 
( ) at entru ul e S L 


n 
d e afa 
Ў Yi (7.19) 


саге aproximează cel mai bine 
trul de greutate al tuturor 
antá deosebită, 


Această relație indică faptul cá dreapta, 
ținute, trece prin сеп 
сеазїй concluzie prezintá о import 
сееа ce in procesul de prelucrare а 


punctele experimentale ob 

punctelor experimentale. А 

deoarece stabilește un punct al dreptei, 

datelor experimentale este de mare utilitate. 
Introducind notatiile : 


n п п п 
А = ya; В = yal; € = из D =н (7.21) 
ї=1 і=1 i-i 1 
sistemul de ecuaţii (7.16), (7.17) devine : 
Ab = an = С (7.22) 
ва + Ab = D. 
De unde: 
р | 
loss DAL. nD = pa sn (7.23) 
E nB — А? 
BA: 
și 
Ls | 
B D Ab-Hn  Bols (7.24) 
A n A? — nB nB — A? 
B A 


Introducind mărimile A, B, C si D obţinem: 


2525 
n n n 
SI == Wy. — Ti’ Ui 
n > aq. — > ti XU pi ili "P. Р i = Ji 
i = i= i= 


i= ії= 


[ML ША. ЖОШ шз 
b = n " A n n = 
п Уа — (5 t) a я 
Sage a-i) 

15. n 1=1 


Numárátorul acestei: relaţii poate fi scris sub forma : 


n п 


i=1 


1 n п n n 
> арр у „ai ) E = > ти — £ у E = 1 ‚о = £g (7.25) 
né “шї = ESI I 
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== ечат " DNO. 
a ur e ) šJ = а шш ЖАРЛЫ 
i п (4 ТЕ ПЕ izi 
n n п ; 
2 zÀ 
€ 22 f 2; = а — ni? (7.26) 
[E i=1 i=1 


n n 
У (ж — i) = ууа? — na (7.27) 
{= 1 i=1 
;Putem scrie : 
n Б п & n n 
2 (а mu = — 224; + 2°) = ti — 22 2 2 + ña = 
t= ї= Iz: i= 


= р? @? <= 2nz: + RZ: = xr — Пг. 
i-1 1 


Tinind seama de formulele (7.25), (7.26), si (7.27), obţinem pentru valoa- 
rea parametrului b: Eve Quá k «E 


pei hm (7.28) 
У G — à)? 


Dacă cunoaștem panta b a dreptei putem calcula parametrul a din 
relaţia (7.20) : m n d 
MAE T a= = bae - — =$ (7.29) 

Formulele (7.28) si (7.29) sint cele mai comode pentru caleulul valorilor 
parametrilor a si p. 

Exemplu. Pentru o bară de cupru, de diametru d = 1 em, și de lungime 
| = 32 cm, se măsoară rezistența R în funcţie de temperatura 0. Datele 
obținute în urma efectuării a şapte măsurări individuale, pentru diferite 
temperaturi, sînt indicate în tabelul (7.2). 


Tabelul 7.2 


0°С | % 10,1 -— 25,0 30,1 36,0 40,0 45,1 50,0 
R (Q) 76,30 77,80 79,75 80,80 | 82,35 53,90 85,10 
LUTTO Ote aeta d s NARA 116157] ЕЕЕ Egua Ye CHIESE ë 


Se pune problema ca pe:baza acestor date experimentale să se calculeze 
rezistivitatea р-а cuprului la 0°C si coeficientul termic < de, variaţie a-rezis- 
lentei cu temperatura, în cazul cuprului. 
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tpe din 7.9 sint reprezentate i figura 7.2. 
Datele experimentale din tabelul 7.2 sînt reprezentate in lgu 


А ^ pt? 
ae b I р о а еа 

asez 

veaem ca punctele experimentale sint ase ate destul 1 ne e T l 


i deci putem scrie : m 
i В =a + 00. (7.30) 


001 d [9] nate P. 1 le € per ru pur ctel perimental 1 
е ex 
© ) I ее centrului de 8 cu e е dir 


tabelul 7.2 sint: 


e д : в, ги 245,9. _ 35,04°С 
7 {= 1 A. L. LE 
n . 
andes În OP 0 985. арай, a A 
7 і=1 
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Folosi š 
ЕЯ тоате aget (7.28) si (7.29) trebuie să facem un tabel de calcul 
$a cuprindă mărimile (0, — 0), (0, — 6)° si (0; — 6) R,. Efectuind stiu 


lele pentru aceste mărimi obţinem datele din tabelul 7.3 


Tabelul ?.3 


RR aa АЦ T AN A e MEN ma NN 
i $9: $ 9) 
| š | R, | 0,— 8 | (0, — 9j (6, — 9) R, 
— s ud ашан mat. o po or ll fo uo 
1 А 
1 191 6,30 —15,95 254,08 —1 216,22 
2 25,0 1280 — 10.04 100,80 — 78111 
3 | : — 4,94 24,40 — . 303, 
Д 36,0 80,80 0,96 0,92 Z 
Š 100 62.35 4,96 24,60 408,46 
Д 14 83,90 10,06 101,20 844,03 
Ў 1,10 14,95 223,80 1273,10 
Musei Jun ue Fu а ud: », 
£ š 5 
| 245,3 | 506,00 0 729,80 211,87 
РЕА — _. | 


Pe baza datelor din. acest tabel avem : 


У (0, — BR 

AE ur s 211,87 бов 
п EET | чш сунул з! ы Wy 
PI — p)? 729,80 


lar 


a = R — b0 = 80,86 — 10,09 = 70,77 


Deci, relatia (7.82) se serie sub forma : 


R = (70,77 + 0,2880)u O. (7:31) 


BE aS: past а 
Știm că rezistența depinde de temperatura 0 după formula 


Comparind formulele (7.33) și (7.34) obţinem : 


Ro = 70,77 uQ 


51 
и и erm 
m. gno T EAD. 
Rezistivitatea. ру la 0°C se calculează din relaţia 
S 0,785 

Po = R, — = 70,77-10-* 222.10- — E 

o ?7] © 107? = 1,736.10-* Om. 
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